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КІРІСПЕ 
 

Оқу құралын басып шығарудың басты қажеттілігі  студент-
тердің өз бетімен жұмыс істеуіне бағытталған оқытудың кредит-
тік технология әдістемесінің талабына байланысты. 

Оқу құралында математикалық физика теңдеулерінің маңыз-
ды тараулары келтірілген, теориялық материалдар қысқаша қа-
растырылып, материалды игеруге арналған есептер мен бақылау 
сұрақтары берілген. Математикалық физиканың негізгі теңдеу-
лері, есептердің қойылуы, шекті және бастапқы шарттардың бе-
рілу ерекшеліктері, есептерді шешу әдісін таңдауы қарастырылған. 
Оқу құралында ішек тербелісі теңдеуінің және жылуөткізгіштік 
теңдеуінің шығарылуы, теңдеулердің классификациясы, теңдеу-
лердің шешімін құрғандағы ең жиі қолданылатын әдістер – Далам-
бердің сипаттауыштар әдісі, Фурье әдісі, интегралдық түрлендіру-
лер әдісі, Грин функциясының әдісі  берілген. Теориялық мате-
риалдар студенттерге оңай меңгере алатын тілмен түсіндірілген. 

Оқу құралында теориялық материалдарды меңгеру үшін әр-
бір теорияға арнап есептер өздерінің шығару жолдарымен келті-
рілген. Атап  айтқанда, келесі есептердің шешу мысалдары қа-
растырылған: теңдеулердің түрін анықтау, оларды канондық 
түрге келтіру, әртүрлі әдістермен теңдеулердің және есептердің 
шешімін табу. Әрбір тараудың соңында сұрақтар және жауабы-
мен жаттығулар және өз-өзін тексеруге арналған нұсқаулар  кел-
тірілген. Берілген сұрақтар материалды меңгеруге мүмкіндік бе-
реді. Тәжірибе сабақтарын жүргізген кезде оқу құралындағы мате-
риалдарды пайдаланып, студенттердің өздігінен жүргізетін жұмыс-
тары   үшін  осы оқу құралы  көмегін   бере алады. 

Оқу құралындағы  есеп шарттары А.В. Бицадзе және Д.Ф. Ка-
линиченконың «Сборник задач по уравнениям математической 
физики» оқулығынан алынды. 

Оқу құралы «Математика» мамандығының студенттеріне 
және жас  оқытушыларға  көмегін тигізе  алады.  
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Математикалық физиканың негізгі теңдеулері 
 

Белгісіз ),,( 1 nxxu   функциясын, белгісіз nxx ,,1   айныма-
лыларды және белгісіз u  функциясының дербес туындыларын 
байланыстыратын теңдеу дербес туындылы дифференциалдық 
теңдеу деп аталады.  

Дербес туындылы дифференциалдық теңдеудің жалпы түрі:  
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мұндағы ∑
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1
, F  – өз аргументтерінің берілген функ-

циясы.  
Теңдеуге кіретін дербес туындының ең жоғарғы реті бұл 

теңдеудің реті деп аталады. 
Екі тәуелсіз x  және y  айнымалылар жағдайында бірінші 

ретті дербес туындылы жалпы теңдеу мына түрге ие болады: 
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екінші ретті дербес туындылы жалпы теңдеу: 
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1-мысал.   0232 =+−
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∂ uusec

x
u)utg(

x
  теңдігі дербес 

туындылы дифференциалдық теңдеу болады ма? 

Шешуі. 
x
uusec)utg(

x ∂
∂
⋅=

∂
∂ 2  болғандықтан, белгісіз 

функцияның дербес туындысы бар қосылғыш қысқарады, сон-
дықтан теңдік  дербес туындылы теңдеу емес болып табылады.  
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2-мысал.   062
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Белгісіз функцияның жоғары ретті туындылары кіретін тең-

деудің бөлігі теңдеудің бас бөлігі деп аталады. Егер теңдеудің 
бас бөлігі бас туындыларға қатысты сызықты болса, дербес 
туындылары бар теңдеу квазисызықтық теңдеу деп аталады. 

Мысалы, 
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 – тәуелді функциялар, екінші рет-

ті квазисызықтық теңдеу. Егер c,b,a  коэффициенттері  x  және 
y  айнымалыларынан ғана тәуелді болса, теңдеу жоғары туын-

дыларға қатысты сызықты деп аталады. 
Егер дербес туындылы теңдеу белгісіз функцияға және оның 

барлық дербес туындыларына қатысты сызықтық болса, ол сы-
зықтық теңдеу деп аталады. 

Мысалы, 
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– екі тәуелсіз айнымалысы бар екінші ретті сызықтық тең-
деудің жалпы түрі. 

Егер 0),( ≡yxf  болса, сызықтық теңдеу біртекті, ал егер 
0≡/)y,x(f  болса, біртекті емес деп аталады. 

Егер дербес туындылы теңдеу сызықтық та, квазисызықтық 
та болмаса, ол сызықтық емес теңдеу деп аталады. 

3-мысал.   0),(23
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деуінің сызықтық (біртекті немесе біртекті емес), квазисы- 
зықтық немесе сызықтық емес теңдеу екендігін анықтау ке-
рек. 

Шешуі.  Жоғары (екінші) ретті туындылардың коэффи-
циенттері тәуелсіз ( )x  айнымалысынан,  ( )u  белгісіз функция-

сынан және бірінші ретті 

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дыдан тәуелді функциялар болып табылады, сондықтан берілген 
теңдеу квазисызықтық теңдеу болады. 

 (1.1) теңдеудің берілген облысында анықталған, осы теңдеу-
ге кіретін өзінің дербес туындыларымен бірге үзіліссіз және оны 
тепе-теңдікке айналдыратын  әрбір ),,( 1 nxxu   функциясы 
(1.1) теңдеудің классикалық шешімі деп аталады. 

Дербес туындылы дифференциалдық теңдеулерге физика 
және механиканың көптеген есептері келтіріледі. 

Біз математикалық физиканың келесі теңдеулерін қарасты-
рамыз: 

a) толқындық теңдеу: 
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ол тербеліс процестерін зерттегенде туады.   

ә) құбылыстарды тасымалдауды (жылу тасымалдау, диффу-
зия және т.б.) зерттеу: 
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жылу өткізгіштік теңдеуіне келтіріледі. 

б) құрылған (стационарлық) процестерді зерттеу:   
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Пуассон теңдеуіне келтіріледі. 

Дененің ішіндегі жылу көзінің жоқтығынан ( 0=f ) 
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Лаплас теңдеуін аламыз. 

Физикалық процестерді толық сипаттау үшін сол теңдеудің 
өзінен басқа осы процесті сипаттайтын, бұл процесс болып жат-
қан аймақтың шекарасындағы тәртібін (шекаралық шарт) және 
осы процестің бастапқы қалпын (бастапқы шарт) беру қажет. 

Математикалық жағынан қарағанда бұл теңдеудің жалғыз 
ғана шешімі болмауымен байланысты. Нақты физикалық есеп-
терді шешкен кезде  барлық шешімдердің ішінен кейбір қосым-
ша шарттарды қанағаттандыратын шешімді таңдау керек. Осын-
дай қосымша шарттар бастапқы және шекаралық шарттар бо-
лып табылады. 

Математикалық физиканың есебі қисынды қойылған деп ата-
лады, егер шешімі: 

1) бар болса; 
2) жалғыз болса; 
3) орнықты болса, яғни шешім есептің берілгенінен үзіліссіз 

тәуелді болуы керек. 
1) – 3) шарттарының кез  келген біреуін қанағаттандыр-

майтын есеп қисынсыз қойылған деп аталады. 
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     Бақылау cұрақтары: 
 

1. Дербес туындылы дифференциалдық теңдеудің анықтамасын беріңіз-
дер.  

2. Дербес туындылы дифференциалдық теңдеудің ретін қалай анықтай-
ды?  

3. Дербес туындылы дифференциалдық теңдеудің шешімі деп нені атайды? 
4. Қандай теңдеулер сызықтық, квазисызықтық, сызықтық емес деп ата-

лады? 
5. Математикалық физиканың негізгі теңдеулерін атаңыздар және олар 

қандай физикалық процестермен байланысты екенін көрсетіңіздер.    
6. Қандай есептер қисынды қойылған деп аталады?  

 
Жаттығулар 

 
1. Төменде берілген теңдіктер дербес туындылы дифферен-
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u

x
u

yx
u

x
u , 

4) 02sincoscossinsin
222

=+
∂
∂

∂∂
∂

−
∂
∂

∂∂
∂

−







∂
∂

+
∂∂

∂ u
x
u

yx
u

x
u

yx
u

x
u

yx
u , 

5) 065lnlnln =−+
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂ u

y
u

x
u

y
u

x
u . 

Жауаптары: 1) жоқ, 2) иә, 3) жоқ, 4) жоқ, 5) жоқ. 
 
2. Теңдеулердің ретін анықтау керек: 
1) 0lnlnln 2

2

2

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

y
u

x
u

y
u

x
u

y
u

x
u , 

2) 022
2222

2

222

=−










∂
∂

+







∂∂

∂
−








∂
∂

+







∂∂

∂
∂
∂ xy

y
u

yx
u

x
u

yx
u

x
u , 
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3) 022 2

32

2

2

2

3

2

2

=
∂
∂

+
∂∂

∂
∂
∂

−







∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂∂

∂
∂
∂

x
u

yx
u

y
u

y
u

x
u

yyx
u

x
u , 

4) 0222
22

=−





 −
∂
∂

∂
∂

−
∂∂

∂






 −
∂
∂ xyu

x
u

yyx
uu

x
u , 

5) 0222
2

2

22

2

2

=+
∂
∂

−







∂
∂

−
∂∂

∂
∂
∂

∂
∂

−










∂
∂

−







∂
∂

∂
∂

x
u

x
u

yx
u

yy
u

y
u

y
u

x . 

Жауаптары: 1) бірінші, 2) екінші, 3) екінші, 4) бірінші,  
5) екінші. 

 
3. Келесі берілген теңдеулердің қайсысы сызықтық (біртекті 

немесе біртекті емес) және қайсысы сызықтық емес (квазисы-
зықтық) болатындығын анықтау керек: 

1) 032 2

222

=−
∂
∂

−
∂
∂

+







∂∂

∂
∂
∂ u

y
uxy

y
uxu

yx
u

x
u , 

2) ( ) 062 2

2
2

2

=
∂
∂

+−
∂
∂

−
∂∂

∂
y
uxyu

xyx
ux , 

3) 013cos)sin(2
2

2

2

=+−
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

+ u
x
uxy

yx
uyx

x
uyx , 

4) ( ) 0212 2

2
22

2
2

2

3
2 =−

∂
∂

+−
∂∂

∂
+

∂∂
∂ u

x
uyx

yx
uye

yx
uyx x , 

5) 08763 2

22

=+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂∂

∂ x
x
u

y
u

x
u

yx
u , 

6) 063 2

2

2

22

=+
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

∂∂
∂ xyu

y
ux

y
u

x
u

yx
u , 

7) +
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

x
uyxd

y
uyxc

yx
uyxb

x
uyxa ),(),(),(),( 2

22

2

2
 

    0),(),( =+
∂
∂

+ yxh
y
uyxl , 
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8) −







∂∂

∂
+

∂
∂









∂
∂

+
∂∂
∂









∂∂

∂
∂
∂

22

3

3

2

2

2

32

2,,,,,
yx

uu
y
u

y
uyxb

yx
u

yx
u

x
uyxa  

    0),( =− yxf , 

9) 02
2

=−+
∂
∂

+
∂∂

∂ xyu
y
u

yx
u , 

10) 0sin62
22

=−







+







∂
∂

∂
∂

+
∂∂

∂ yxu
x
u

xyx
u , 

11) 062
22

=−
∂
∂

+
∂∂

∂
∂
∂

−














∂
∂

+
∂
∂

∂
∂ u

x
u

yx
u

x
u

x
u

y
uy

y
. 

 
Жауаптары: 1) сызықтық емес, 2) квазисызықтық, 3) сы-

зықтық, біртекті емес, 4) сызықтық, біртекті, 5) сызықтық, бір-
текті емес, 6) сызықтық емес, 7) сызықтық, 0),( ≡/yxh  жағда-
йында біртекті емес, 8) квазисызықтық, 9) квазисызықтық,  
10) квазисызықтық, 11) сызықтық, біртекті. 

 
Екі тәуелсіз айнымалылары бар екінші ретті дербес  
туындылы сызықтық теңдеулердің канондық түрі 

 
02 =++++++ fuhuguducubua yxyyxyxx      (2.1) 

 
екі тәуелсіз айнымалылары бар екінші ретті дербес туындылы 
сызықтық теңдеуді қарастырамыз. Барлық коэффициенттер x  
және y -тен ғана тәуелді.  

Теңдеудің типі және оның канондық түрі:  
 

acbD −= 2  

 
дискриминанттың таңбасымен анықталады. 

)y,x(M 00  нүктесінде  (2.1) теңдеуі: 

− егер )y,x(M 00  нүктесінде 0>D  болса, гиперболалық 
типті; 
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− егер )y,x(M 00  нүктесінде 0=D  болса, параболалық 
типті; 

− егер )y,x(M 00  нүктесінде 0<D  болса, эллипстік типті 
теңдеу деп аталады. 

(2.1) теңдеуін зерттейік. Бұл үшін )y,x( -тің орнына: 
 

)y,x(ξξ = , 
)y,x(ηη =  

 
жаңа тәуелсіз айнымалыларын енгіземіз, мұндағы ηξ ,  – екі рет 
үзіліссіз дифференциалданатын функциялар әрі якобиан нөлден 
өзгеше: 

 

0≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

yx

yx
)y,x(
),(

ηη

ξξ
ηξ

. 

 
Туындыларды ξ  және η  жаңа айнымалыларға түрлендіреміз: 
 

xxx uuu ηξ ηξ ⋅+⋅= , 

yyy uuu ηξ ηξ ⋅+⋅= , 

xxxxxxxxxx uuuuuu ηξηηξξ ηξηηξηξξ ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅= 22 2 , 

xyxyyxxyyxyxxy uuu)(uuu ηξηηηξηξξξ ηξηηξηξξ ⋅+⋅+⋅++⋅+⋅= , 

yyyyyyyyyy uuuuuu ηξηηξξ ηξηηξηξξ ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅= 22 2 .   (2.2)
 

 
(2.2)-ден туындылардың мәндерін (2.1)-теңдеуіне қойып, ке-

лесі теңдеуге ие боламыз: 
 

02 =++++++ f~uh~ug~ud~uc~ub~ua~ ηξηηξηξξ
,   (2.3) 
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мұндағы 
22 2 yyxx cbaa~ ξξξξ ++= , 

          yyxyyxxx c)(bab~ ηξηξηξηξ +++= , 

          
22 2 yyxx cbac~ ηηηη ++= , 

f~,h~,g~,d~  арқылы айнымалыларды алмастырудан кейінгі тең-
деудегі f,h,g,d  коэффициенттерін белгілейміз. 

 
02 22 =+− dxcdxdybdya                 (2.4) 

 
дифференциалдық теңдеуі (2.1) теңдеуінің сипаттауыш тең-
деуі деп аталады. 

(2.4) теңдеуі екі теңдеуге бөлінеді: 
 

a
Db

dx
dy −

=      және     
a

Db
dx
dy +

= .                (2.5) 

 
Гиперболалық типті теңдеуі үшін 0>D  және (2.5) теңдеуі-

нің оң жақ бөлігі нақты және әртүрлі. Олардың жалпы интеграл-
дары: 

 

11 C)y,x( =ψ ,  22 C)y,x( =ψ                     (2.6) 
 

нақты сипаттамалардың екі үйірін анықтайды. 
 

)y,x(1ψξ = ,   )y,x(2ψη =  
 

жаңа айнымалылармен (2.3)-теңдеуі 
 

)u,u,u,,(u ηξξη ηξ1Φ=                    (2.7) 

 
бірінші канондық түрге келтіріледі, мұнда 

b~
f~uh~ug~ud~

21

+++
−=Φ ηξ , бұл жағдайда  коэффициенттер 
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– 0=a~  және 0=c~ . Гиперболалық типті теңдеулер үшін тағы 
екінші канондық түрі де қабылданады. (2.7) теңдеуінде 

 

2
ηξα +

= ,  
2
ηξβ −

=  

 
ауыстыру арқылы гиперболалық типті теңдеудің 

 
)u,u,u,,(uu βαββαα βα2Φ=− ,     (2.8) 

 
екінші канондық түрін аламыз. 

Параболалық типті теңдеуі үшін 0=D , (2.5) теңдеулері жә-
не олардың 1ψ  және  2ψ  интегралдары ұқсайды. Осы жағдайда: 

 
)y,x(1ψξ = ,   )y,x(ϕη = , 

 
мұндағы ϕ  – ϕ  және 1ψ  сызықты тәуелді болатындай кез кел-
ген функция.  

Осындай айнымалыларды таңдауда 
 

02 222 =+=++= )ca(cbaa~ yxyyxx ξξξξξξ , 

 
02 =−= acbD , сондықтан cab ⋅=  болады; осыдан барып 

 
=+++= yyxyyxxx c)(bab~ ηξηξηξηξ

0=++= )ca)(ca( yxyx ηηξξ . 

 
(2.3) теңдеуінен параболалық типті теңдеудің 
 

)u,u,u,,(u ηξηη ηξ3Φ=                  (2.9) 
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канондық түрін аламыз, мұндағы 
c~

f~uh~ug~ud~ +++
−=Φ ηξ

3
 

немесе )y,x(ϕξ = ,   )y,x(1ψη =  деп қойсақ, онда 
 

)u,u,u,,(u ηξξξ ηξ3Φ= .  (2.10) 

 
Эллипстік типті теңдеуі үшін 0<D , (2.5) теңдеуі және 

олардың (2.6)  1ψ   және 2ψ  интегралдары комплексті түйін-
дес. 

 
),(1 yxψξ = ,   ),(2 yxψη =  

 
жаңа айнымалыларын енгізейік,  ξ , η  – комплекстік айнымалы-
лар. Бұл жағдайда эллипстік типті теңдеу гиперболалық типті  
( 0=a~ , 0=c~ ) теңдеу сияқты түрге келтіріледі. Комплекстік 
айнымалылармен жұмыс істемеу үшін βαξ i+= , βαη i−= , 

дегенмен 
2

21 ψψα +
= , 

i2
21 ψψβ −

=  тең болатындай, α  және β   

жаңа айнымалыларын енгіземіз. 
Бұл жағдайда 
 

++−++=++ yxxyyxxyyxx bacbacba βββααααξξξξ 2()2(2 22222

 

0))((2)2 =+++++ yyxyyxxxy cbaic βαβαβαβαβ , 

 
яғни жаңа айнымалыларда c~a~ =  және 0=b~ . 

(2.3) теңдеуі эллипстік типті теңдеудің 
 

),,,,(4 βαββαα βα uuuuu Φ=+                  (2.11) 
 

канондық түріне келтіріледі, мұндағы

c
fuhugud

~

~~~~
4

+++
−=Φ βα . 
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Осыған ұқсас канондық түрге  
 

02 2

22

2

2

=







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y
u,

x
u,u,y,xf

y
uc

yx
ub

x
ua

 
 

теңдеуі де келтіріледі, c,b,a  коэффициенттері x  және y  
тәуелсіз айнымалыларының ғана берілген функциялары болып 
табылады. 

1-мысал.   0271532 =+−−−+ xuuuuu yxyyxyxx   теңдеудің 
типін анықтау және оны канондық түрге келтіру керек. 

Шешуі. 1=a , 
2
1

=b , 2−=c , 0
4
9
>=D , яғни теңдеу ги-

перболалық типті. 
 

2=
dx
dy     және     1−=

dx
dy  

 
екі дифференциалдық теңдеулерін аламыз. 

Бұл теңдеулердің жалпы шешімдері екі сипаттауыш үйірлер-
дің теңдеулері: 

 

               12 Cxy =−    және     2Cxy =+ . 
 

 
Жаңа айнымалылар енгізейік:  
 

xy 2−=ξ     және     xy +=η .                  (2.12) 
 

ξ  және η  жаңа айнымалылары бойынша u -дың дербес 
туындылары арқылы x  және y  айнымалылары  бойынша  дер-
бес туындыларын есептейік: 

 
ηξ uuux +−= 2 , 



16 

ηξ uuu y += , 

ηηξηξξ uuuuxx +−= 44 , 

ηηξηξξ uuuuxy +−−= 2 , 

ηηξηξξ uuuu yy ++= 2 . 

 
Берілген дифференциалдық теңдеуге (2.12) теңдеуінен ξ  

және η  арқылы бейнеленген  туындылар үшін табылған өрнек-
тер және x мәнін қойып, мынаны аламыз: 

 
−++−+−−++− )uuu()uuu()uuu( ηηξηξξηηξηξξηηξηξξ 22244

 

0
3

271523 =
−

⋅++−+−−
ξη

ηξηξ )uu()uu(
 

немесе 
02 =−+++ ηξηξξη uuu , 

 
яғни теңдеу канондық түрге келтірілді. 

2-мысал.   02 22 =⋅+⋅−⋅ yyxyxx uyuxsinyuxsin   тең-

деуін канондық түрге келтіру керек. 
Шешуі. xsina 2= , xsinyb −= , 2yc = . 

022222 =−=−= xsinyxsinyacbD  болғандықтан, 
берілген теңдеу параболалық типті. 

Сипаттауыш теңдеудің түрі: 
 

02 2222 =⋅+⋅+⋅ dxydxdyxsinydyxsin  
 

немесе 
 

( ) 02 =⋅+⋅ dxydyxsin . 
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0=⋅+⋅ dxydyxsin  теңдеуінде айнымалыларды бөліп және 
интегралдап біз мынаған ие боламыз: 

 

0=+
xsin

dx
y

dy

 

Clnxtglnyln =+
2

 

Cxtgy =⋅
2

. 

 
Айнымалыларды ауыстырамыз, жаңа айнымалылардың бірі 

теңдеудің 
2
xtgy ⋅=ξ  интегралы болып табылады, екінші ретін-

де кез келген сызықтық ξ -ден тәуелсіз функцияны алуға бола-
ды, мысалы, y=η . 

Сызықтық тәуелсіздік шарты yx, айнымалыларынан ηξ ,
айнымалыларына көшу якобианның нөлге тең еместігі болып 
табылады. 

2
2 2 xcos

y
x =ξ , 0=xη , 

2
xtgy =ξ , 1=yη  болғандықтан, 

2
2

2
2 xcos

xtgy
xx

⋅
=ξ

, 

2
2

1
2 xcos

xy =ξ
, 0==== yyxyxxyy ηηηξ , 

 
онда ξ  және η  жаңа айнымалылары u  функциясының дербес 
туындылары арқылы x  және y  айнымалылары бойынша дер-
бес туындылары мына формулалармен өрнектеледі: 
 

ξu
xcos

yux ⋅=

2
2 2

,
ηξ uuxtgu y +⋅=

2
, 
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ξξξ u
xcos

xtgy
u

xcos

yuxx ⋅
⋅

+⋅=

2
2

2

2
4 24

2 , 

ξξηξξ uxcos
uxcos

yuxcos

xtgy
uxy ⋅+⋅+⋅

⋅
=

2
2

1

2
2

2
2

2
222

,

ηηξηξξ uuxtguxtgu yy +⋅+⋅=
2

2
2

2 . 

 
Берілген дифференциалдық теңдеуге екінші ретті туынды-

ларды қойып, келесі теңдеуге келеміз: 
 

+








⋅
⋅

⋅−
















⋅
⋅

+⋅⋅ ξξξξξ uxcos

xtgy
xsinyuxcos

xtgy
uxcos

yxsin

2
2

22

2
2

2

2
4 224

2
2

 

0
2

2
2

2
2

1

2
2

22

22
=






 +⋅+⋅⋅+









⋅+⋅+ ηηξηξξξξη uuxtguxtgyu
xcos

u
xcos

y .
 

 
Арифметикалық амалдар процесінде ξξu

 
және ξηu

 
туынды-

ларынан тұратын мүшелер, өзара қысқарылады және теңдеу мы-
на түрге ие болады: 

 

0

22
2

2
22

2

2 =⋅















⋅

−
⋅⋅

+⋅ ξηη u
xcos

xsiny
xcos

xsinxtgy
uy

 немесе 

0=⋅−⋅ ξηη uxsinuy . 
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2
1

2
2

2 xtg

xtg
xsin

+
=

, 
η
ξ

=
2
xtg , демек, 

22
2

ηξ
ξη
+

=xsin . 

 
Ақырында теңдеудің 
 

02
22 =⋅

+
− ξηη ηξ

ξ uu
 

 
канондық түрін аламыз. 

3-мысал. 03252 =−++ uuuu yyxyxx  теңдеудің типін 
анықтау және оны канондық түрге келтіру керек. 

Шешуі. 1=a , 1=b , 5=c , 04 <−=D  – теңдеу барлық 

жерде эллипстік типті. i
dx
dy 21±=  екі теңдеуге бөлінетін 

 
052 22 =+− dxdxdydy  

 
сипаттауыш теңдеуін құраймыз. 

Интегралдап, 12 Cixxy =−−  және 22 Cixxy =+−  ком- 
плекстік сипаттауыштардың екі үйірін аламыз. 

Жаңа айнымалылар ретінде интегралдардың нақты 
xy −=ξ  және x2=η  жорамал бөліктерін  таңдау арқылы 

 
08 =−+ uuu ηηξξ  

 
теңдеудің канондық түрін аламыз. 

Теңдеудiң кез келген типін одан әрi ықшамдау үшiн шешім-
ді мынадай түрде іздеу керек: 

 
v),(Fu ηξ= .                             (2.13) 
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Мұндай алмастыру  v -ға қатысты теңдеу бір немесе екі ξu  

және 
ηu  туындылары жоқ болатындай F  функциясына шарт 

алуға көмектеседі. 
Егер теңдеудегі коэффициенттер тұрақты болса, онда тең-

деуге 
 

µηλξ += eF                             (2.14) 
 

функциясын қойып және λ  және µ  таңдау арқылы гипербола-
лық, параболалық және эллипстік типті теңдеуді сәйкесінше  
мына түрге келтіруге болады: 

 
0=++ fvv γξη

, 

0=++ fvv ηξξ δ , 

0=+++ fvvv γηηξξ . 

 
Егер гиперболалық типті теңдеудің γ  және f  коэффи-

циенттері нөлге тең болса, 
 

0=ξηv ,                                (2.15) 

 
онда оның ( )ηξ ,  барлық  жазықтығындағы жалпы шешімі мы-
на түрге келеді: 

 
)()(),( 21 ηξηξ ffv += ,               (2.16) 

 

1f  және 2f  – кез келген функциялар. ),( yx  алғашқы айныма-
лыларға  және u  функциясына қайтып оралсақ, мынаны ала-
мыз: 

 
),())],(()),(([),( 21 yxFyxfyxfyxu ηξ += .      (2.17) 
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Коши есебі үшін 
1f  және 2f  функцияларының дербес түрі 

),( yx жазықтығының сызығында берілген бастапқы шарттар 
бойынша анықталуы мүмкін. 

4-мысал. 0242 =++−+− xuuuuu yxyyxy   теңдеуін ка-

нондық түрге келтіріп және одан әрі ықшамдалуын жасау ке-
рек.

 Шешуі. Берілген теңдеудің сипаттауыш теңдеуі мына түрге 
ие 042 2 =−− dxdxdy , ол екі теңдеуге бөлінеді: 0=dx  және 

02 =+ dxdy . Интегралдап, 1Cx =  және 22 Cxy =+  аламыз. 
Жаңа айнымалылар ретінде x=ξ  және xy 2+=η  таңдап, 

 
02 =+++ ξξξη uuu  

 
теңдеудің канондық түрін аламыз. 

(2.13) және (2.14) формулаларынан, егер теңдеудегі коэффи-
циенттер тұрақты болса, теңдеудің одан әрі ықшамдалуы үшін 
шешімді мына түрде іздеу керек: 

 
),(ve),(u ηξηξ µηλξ ⋅= + .                 (2.18) 

 
Мұндай ауыстыруда мыналарды аламыз: 
 

)vv(eveveu ξ
µηλξ

ξ
µηλξµηλξ

ξ λλ +⋅=⋅+⋅= +++ , 
 

)vv(eveveu η
µηλξ

η
µηλξµηλξ

η µµ +⋅=⋅+⋅= +++ , 
 

)vvv(e)vv(e)vv(eu ξξξ
µηλξ

ξξξ
µηλξ

ξ
µηλξ

ξξ λλλλλ ++⋅=+⋅++⋅= +++ 22

 
)vvv(e)vv(e)vv(eu ηηη

µηλξ
ηηη

µηλξ
η

µηλξ
ηη µµµµµ ++⋅=+⋅++⋅= +++ 22

=+⋅++⋅= ++ )vv(e)vv(eu ξηη
µηλξ

ξ
µηλξ

ξη λλµ
 

  )vvvv(e ξηηξ
µηλξ λµλµ +++⋅= + .                (2.19) 
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u  функциясы үшін (2.18) және ауыстыруынан кейін оның 
туындылары үшін (2.19)  өрнектерді берілген теңдеуге қойып, 
алатынымыз: 

 
02 =+⋅++⋅++++⋅ +++ ξλλµλµ µηλξ

ξ
µηλξ

ξηηξ
µηλξ ve)vv(e)vvvv(e

 
немесе 

 
0122122 =⋅+++++++ −− ξλλµλµ µηλξ

ηξξη ev)(vv)(v . 

 
Бірінші ретті туындылардың коэффициенттерін нөлге айнал-

дыратындай  λ  және µ  таңдап аламыз: 012 =+µ ,   02 =λ . 

Табылған 
2
1

−=µ ,   0=λ  параметрлерінің мәнін қойып, тең-

деуді ықшамдаймыз: 

0
22

1 2 =⋅++
η

ξη
ξ evv , 

яғни v : ),(ve),(u ηξηξ
η

⋅=
−

2
 функциясы үшін ξv және ηv  

туындылары жоқ теңдеу аламыз. 
 

             Бақылау сұрақтары: 
 

1. Екі айнымалысы бар екінші ретті дербес туындылы сызықтық диффе-
ренциалдық теңдеудің жалпы түрін жазыңыздар.  

2. Екі айнымалысы бар екінші ретті гиперболалық, эллипстік және пара-
болалық теңдеулердің сипаттамаларының айырмашылығы неде? 

 
 

Жаттығулар 
 

1. 02 =−+++− uuuuuu yxyyxyxx
 теңдеудің типін анық-

тау және оны канондық түрге келтіру керек. 
Жауабы:   02 =−++ uuuu ηξηη

. 
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2. a) 0=+ yyxx yuu  (Трикоми теңдеуі) 

   ә) 0)1(2 =−++ yyxyxx uxxuxu  

гиперболалық, параболалық және эллипстік аймақтарын табу 
және оларды канондық түрге келтіру керек. 

Жауабы: a) жазықтықтың әртүрлi облыстарында теңдеудің 
типі әртүрлі. Дискриминант және сипаттаманы есептеп, x  өсін-
де теңдеудің параболалық екендігін аламыз; 0<y  жағдайында 

гиперболалық және yx −+= 2ξ , yx −−= 2η  координа-

таларында мына түрге келеді 0)(
)(2

1
=−

−
+ ηξξη ηξ

uuu ;  

0>y  жағдайында эллипстік және x=ξ , y2=η  коор-

динаталарында 01
=−+ ηηηξξ η

uuu  түріне ие болады; 

ә) 0>x  болғанда теңдеу гиперболалық  
 

0)(
)(2

1
=−

−
+ ηξξη ηξ

uuu , xxy 2+−=ξ , xxy 2−−=η ; 

0<x  жағдайында эллипстік 01
=−+ ηηηξξ η

uuu ,   xy −=ξ ,   

x−= 2η ; 

0=x  жағдайында параболалық және 0=yyu  канондық түрі 
болады. 

 
n  тәуелсіз айнымалылары бар ( 2>n ) дербес туындылы 

сызықтық теңдеулердің канондық түрі  
және оларды кластарға бөлу 

 
nR – )x,,x,x(x n21=  нүктелерінің n  өлшемді Ев- 

клид кеңістігі болсын.  
D  – nR -дегі аймақ. 
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n  тәуелсіз айнымалылары бар дербес туындылы сызықтық 
теңдеуді қарастырайық: 

 

fCu
x
uB

xx
uA

i

n

i
i

ji

n

j,i
ij =+

∂
∂

+
∂∂

∂
∑∑
== 1

2

1

,            (3.1) 

 
мұндағы f,C,B,A iij  – x -ке тәуелді берілген функциялар. 

n,,, λλλ 21  нақты параметрлерге қатысты 
 

ji

n

j,i
ijn )x(A),,,(Q λλλλλ ∑

=
=

1
21            (3.2) 

 
квадраттық тұлғасы (3.1) теңдеуіне сәйкес сипаттауыш тұлға 
деп аталады. 

Dx∈  әрбір нүктесіндегі ),,,(Q nλλλ 21  квадраттық 

тұлғасын ),,,( nii ξξξλλ 21= , n,,,i 21=  айнымалы-
лардың айрықша емес түрлендіру көмегімен канондық түрге 
келтіруге болады деп болжайық: 

 
2

1
21 i

n

i
in ),,,(Q ξαξξξ ∑

=
= ,                  (3.3) 

 
мұндағы iα  коэффициенттері 011 ,,−  мәндерін қабылдайды.  

(3.3)-гі Q  тұлғасының теріс және нөлдік коэффициенттері-
нің саны оны канондық тұлғаға келтіру тәсілдерінен тәуелді 
емес.  

D  аймағындағы (3.1) сызықтық теңдеуі: 
1) егер Dx∈  әрбір нүктесінде (3.3) тұлғасының 

nααα ,,, 21   коэффициенттері нөлден өзгеше және бір таңба-
лы болса, онда эллиптикалық; 
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2) егер Dx∈  әрбір нүктесінде (3.3) тұлғасының 

nααα ,,, 21   коэффициенттері нөлден өзгеше және барлығы 
бір таңбалы емес болса, онда гиперболалық; 

3) егер Dx∈  әрбір нүктесінде (3.3) тұлғасының 

nααα ,,, 21   коэффициенттерінің ең болмаса біреуі нөлге тең 
болса, онда параболалық деп аталады. 

Тұрақты коэффициенттері бар (3.1) теңдеуін қарастырайық: 
 

fCu
x
uB

xx
uA

i

n

i
i

ji

n

j,i
ij =+

∂
∂

+
∂∂

∂
∑∑
== 1

2

1
,               (3.4) 

 
C,B,A iij  – тұрақтылар. Оны канондық түрге келтірейік. 

Егер (3.4) теңдеуінде 
 

i

n

i
jij xy ∑

=
=

1
α , n,,,j 21=                            (3.5) 

 
формуласы бойынша жаңа тәуелсіз айнымалыларға көшетін 
болсақ, бас мүшелердің }A{ ij  коэффициенттер матрицасы 

түрленген теңдеудің 
 

)y(fuC
y
uB

yy
uA

i

n

i
i

ji

n

j,i
ij =+

∂
∂

+
∂∂

∂
∑∑
== 1

2

1

           (3.6) 

 
}A{ ij  матрицасы 

 
T

ijijijij }{}A{}{}A{ αα ⋅⋅=                   (3.7) 

 
арақатысымен байланысты болады, мұндағы T

ij }{α  – }{ ijα  

матрицасының аударылған матрицасы.  
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Егер (3.2) квадраттық тұлғада жаңа коэффициенттерге 
 

j

n

j
iji ξαλ ∑

=

∗=
1

,             (3.8) 

 
мұндағы jiij αα =∗  формуласы бойынша көшсек, }A{ ij  матри-

цасы (3.2) квадраттық тұлғасының матрицасы сияқты түрленеді 
((3.4) теңдеуіне сәйкес болатын квадраттық сипаттауыш тұлға-
ның ijA коэффициенттері тұрақты). 

(3.2)-дегі квадраттық тұлғада n,,, ξξξ 21  жаңа айныма-

лылардан  n,,, λλλ 21  ескі айнымалыларға көшу матрицасы 

(3.4) теңдеуіндегі ескі тәуелсіз nx,,x,x 21  айнымалыларынан 

ny,,y,y 21  жаңа айнымалыларына көшу матрицасына ауда-
рудан алынады.  

   Сонымен, (3.4)  теңдеуін канондық түрге келтіретін, (3.5) 
түрлендіруін табу үшін 011 ,,−  коэффициентерімен 

n,,, ξξξ 21  айнымалыларының квадраттары ғана бар (3.2) 
квадраттық тұлғасын канондық түрге келтіретін (3.8) түрлендір-
уін табу, яғни (3.3) канондық түріне келтіру қажет. (3.5) түрлен-
діру матрицасы (3.8) түрлендіру матрицасын аударудан алына-
ды. 

1-мысал. Теңдеулердің типін анықтау керек: 
 
a) 024106624

222

2

2

2

2

2

2

=+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂ u

zy
u

zx
u

yx
u

z
u

y
u

x
u ; 

ә) 032424 2

2

2

222

2

2

=+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

−
∂
∂ xu

x
uxy

z
u

y
u

zx
u

yx
u

x
u ; 

б) 05422 2

22

2

22

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

z
uy

x
ux

z
u

zy
u

y
u

yx
u

x
u . 
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Шешуі.  a) =+++−+= 323121
2
3

2
2

2
1321 4106624),,( λλλλλλλλλλλλQ  

2
32

2
321 )7(

4
1)534(

4
1 λλλλλ +−++=

 
сәйкес квадраттық тұл-

ғасы
 

3211 4
2
3

2
1 ξξξλ +−= , 

322 72 ξξλ −= , 
33 ξλ =  

 
ерекше емес ауыстыру нәтижесінде 

 
2
2

2
1321 ),,( ξξξξξ −=K  

 
канондық түріне келтіріледі. Осыдан барып, теңдеу парабола-
лық типті. 

 
ә) =+++−= 2

3
2
23121

2
1321 424),,( λλλλλλλλλλQ  

2
32

2
32

2
321 )()()2( λλλλλλλ −−+++−=  

 
квадраттық тұлғасы 

 

3211 2
3

2
1 µµµλ ++= , )(

2
1

322 µµλ += , )(
2
1

323 µµλ −=
 

 
ерекше емес ауыстыру нәтижесінде 

 
2
3

2
2

2
1321 ),,( µµµµµµ −+=K  

 
канондық түріне келтіріледі.  Гиперболалық типті теңдеу. 

б) 2
332

2
221

2
1321 5422),,( λλλλλλλλλλ ++++=Q  тиісті 

квадраттық тұлғасы оң анықталған. Мұны 2
3333223

2
22231132112

2
111 222 λλλλλλλλλ aaaaaaQ +++++=  

тиісті оң анықталған  квадраттық тұлғасының Сильвестр крите-
рийі көмегімен тексеруге болады. 
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Сильвестр критерийі – 

















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 

матрицасының  

1111 aA = ,  
2221

1211
22 aa

aa
A = ,  

333231

232221

131211

33

aaa
aaa
aaa

A =  барлық бас 

диагоналдар минорларының оң болуы. 

),,( 321 λλλQ квадраттық форманың  

















520
221
011  коэффи-

циенттер матрицасының бас диагоналдар минорлары оң:  

0111 >=A ,   01
21
11

22 >==A ,   01
520
221
011

33 >==A . 

),,( 321 λλλQ  квадраттық формасының оң анықталғанынан 
теңдеудің эллипстік типті екендігі шығады. 

2-мысал.   05422 =++++ zzyzyyxyxx uuuuu   теңдеуді ка-

нондық түрге келтіру керек. 
Шешуі. Берілген теңдеуге 
 

2
3

2
32

2
21321 )2()(),,( λλλλλλλλ ++++=Q  
 

түріне келтірілетін сипаттауыш квадраттық тұлға 
 

2
332

2
221

2
1321 5422),,( λλλλλλλλλλ ++++=Q  

 
сәйкес келеді. 

 

211 λλµ += , 
322 2λλµ += , 

33 λµ =  
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белгілеулері арқылы 2
3

2
2

2
1 µµµ ++=Q  квадраттық тұлғасы-

ның канондық түрін аламыз. Теңдеу эллипстік типті. 

3211 2µµµλ +−= , 
322 2µµλ −= , 

33 µλ =  болғандықтан, 
















−

−

100
210

211
 матрицасын аламыз. 

Демек, оған аударылған матрицасының түрі: 

















−
−

122
011
001  

және ζηξ ,,  жаңа айнымалыларын x=ξ , yx +−=η , 
zyx +−= 22ζ  формулалары бойынша енгіземіз. 

Жаңа айнымалылардағы дербес туындыларды келесі форму-
лаларды пайдаланып табамыз: 

 

xxxx uuuu ζηξ ζηξ ⋅+⋅+⋅= , 

yyyy uuuu ζηξ ζηξ ⋅+⋅+⋅= , 

zzzz uuuu ζηξ ζηξ ⋅+⋅+⋅= , 

+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅= xxxxxxxxx uuuuuu ζξηξζηξ ξζξηζζηηξξ 22222  

xxxxxxxx uuuu ζηξζη ζηξηζ ⋅+⋅+⋅+⋅+ 2 , 

+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅= yyyyyyyyy uuuuuu ζξηξζηξ ξζξηζζηηξξ 22222  

yyyyyyyy uuuu ζηξζη ζηξηζ ⋅+⋅+⋅+⋅+ 2 , 

+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅= zzzzzzzzz uuuuuu ζξηξζηξ ξζξηζζηηξξ 22222

zzzzzzzz uuuu ζηξζη ζηξηζ ⋅+⋅+⋅+⋅+ 2 , 

++⋅+⋅+⋅+⋅= )(uuuuu xyyxyxyxyxxy ηξηξζζηηξξ ξηζζηηξξ
 

xyxyxyxyyxxyyx uuu)(u)(u ζηξζηζηζξζξ ζηξηζξζ ⋅+⋅+⋅++⋅++⋅+
++⋅+⋅+⋅+⋅= )(uuuuu xzzxzxzxzxxz ηξηξζζηηξξ ξηζζηηξξ
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xzxzxzxzzxxzzx uuu)(u)(u ζηξζηζηζξζξ ζηξηζξζ ⋅+⋅+⋅++⋅++⋅+

++⋅+⋅+⋅+⋅= )(uuuuu yzzyzyzyzyyz ηξηξζζηηξξ ξηζζηηξξ

yzyzyzyzzyyzzy uuu)(u)(u ζηξζηζηζξζξ ζηξηζξζ ⋅+⋅+⋅++⋅++⋅+ . 
 
Сонда аламыз 
 

ηζξζξηζζηηξξ uuuuuuuxx 4424 −+−++= ; 

ηζζζηη uuuuyy 44 −+= ; 

ζζuuzz = ; 

ηζξζξηζζηη uuuuuuxy 424 +−+−−= ; 

ηζζζ uuuyz +−= 2 . 

 
Екінші туындылардың мағынасын теңдеуге қою арқылы оны 

канондық түрге  келтіреміз 0=++ ζζηηξξ uuu . 
 

             Бақылау сұрақтары: 
 

1. n тәуелсіз айнымалылары бар екінші ретті дербес туындылы сызықтық 
дифференциалдық теңдеудің жалпы түрін жазыңыздар. 

2. n  тәуелсіз айнымалылары бар екінші ретті дербес туындылы сызықтық 
дифференциалдық теңдеуге сәйкес келетін сипаттауыш тұлға деп нені 
атайды? 

3. n тәуелсіз айнымалылары бар екінші ретті дербес туындылы сызықтық 
дифференциалдық теңдеудің типі қалай анықталады? 

 
Жаттығулар 

 
1. 06164145

222

2

2

2

2

2

2

=
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

zx
u

zy
u

yx
u

z
u

y
u

x
u  тең-

деуді канондық түрге келтіру керек. 
Жауабы: 02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ζηξ
vvv , zyx 32 ++=ξ , zy 2+=η ,  

z=ζ . 
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2. 0224322
222

2

2

2

2

2

2

=
∂∂

∂
−

∂∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

zx
u

zy
u

yx
u

z
u

y
u

x
u

 
тең-

деуді канондық түрге келтіру керек. 

Жауабы: 02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

ζηξ
vvv ,   zyx +−=ξ ,   yx −=η ,    

z2=ζ . 
3. 034 =−+ zzxyxx uuu

 
теңдеуді канондық түрге келтіру ке-

рек. 

Жауабы: 03 =−− ζζηηξξ uuu ,   x=ξ ,   yx
2
1

+−=η ,    

z=ζ . 
 

Гиперболалық теңдеулер. Сипаттамалар әдісі 
 

1. Даламбер теңдеуін қорыту 
 

)t,x(f)t,x(
x
ua)t,x(

t
u

+
∂
∂

=
∂
∂

2

2
2

2

2
, ],0[ lx∈ , 0>t ,    (4.1) 

 
Даламбер теңдеуі керілген ішектің аз көлденең тербелістерін 

және ішектің серпімділік бойлық тербелістерін суреттейді. 
Ішектің көлденең тербелістері 
Ішек деп иілуге қарсы болмайтын, оның ұзындығының өзге-

рісімен байланысты емес жіңішке жіпті атайды. 
Ұзындығы l  ішек  T  күшімен тартылған болсын. Тепе-

теңдiк жағдайда тұрған ішекті Ox  өсін жағалай бағыттайық.  
0=x  ішектің сол жақ соңы,  lx =  ішектің оң жақ соңы болсын. 

 )t,x(u  арқылы ішектің t  уақытындағы x нүктесінiң 
жылжуын белгілейік.  

Ox өсіне перпендикуляр Ou  өсін алайық және x -тің әрбір 
нүктесі Ou  өсі бойымен ғана жылжығанда ішектің көлденең 
тербелісін қарастырамыз. )t,x(u  функциясының графигі әрбір 
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),( txu  

l  x  

u  

0  
1-сурет 

t  белгіленген ма-
ғынасында ішек-
тің осы уақытта-
ғы тұлғасын бе-
реді (1-сурет). 

Ішектің тек аз 
тербелісін қарас-
тырып, )t,x(u -
жылжуы, соны-
мен қатар 

)t,x(ux
 туынды-

сы да сонша аз 
деп санаймыз, теңдеуді қорытындылау процесінде олардың 
квадраттарын өздерінің бұл шамалармен салыстырғанда еле-
меуге болады. Ішектің иілуге қарсы болмайтындығынан, оның 

)t,x(T  керілуі ішекке жанама бойымен x  нүктесінде  бағыт-
тылған. Ішектің ],[ 21 xx  кез келген бөлігін ерекшелейік (2-су-
рет). Ішек бөлігінің 21MM  доғасының ұзындығы мынаған тең: 

 

12
2

2

1

2

121

1 xxdxdx)u(dlS
x

x

x

x
x

MM
−=≈+== ∫∫∫

 
 

(( ) 12 <<xu  болғандықтан). 
Бұл ішектің тербеліс процесіндегі  бөліктерінің ұзартылуы 

болмайды, демек, Гук заңының күшімен T  керілісінің шамасы 
әрбір нүктеде  уақыт бойынша өзгермейді. T керілісінің x -тен 
де тәуелсіз екендігін көрсетеміз, яғни constT)x(T ≡= 0 . 

α  - )t,x(u  қисығына жанаманың және Ox  өсіне оң бағы-
тының арасындағы бұрыш. Тербелістің аз болуынан 

 

( )
1

1

1
1

1
22
≈

+
=

+
=

xutg
cos

α
α , 
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( )
x

x

x u
u

u
tg

tgsin ≈
+

=
+

≈
22 11 α

αα . 

 
 

 
2-сурет 

 
Ox  және Ou  өстеріне T керілуінің сәйкесінше xT  және uT

проекцияларын табайық: 
 

)x(Tcos)x(T)x(Tx ≈⋅= α , 
 

xu u)x(Tsin)x(T)x(T ⋅≈⋅= α . 
 
Ішектің ],[ 21 xx  элементіне керілу күші әсер етеді, сыртқы 

күштері және инерция күштері. Даламбер принципі бойынша 
барлық проекциялардың қосындысы нөлге тең болуы керек. Біз 
тек қана көлденең тербелістерді қарастырамыз, сондықтан сырт-
қы күштер және инерция күштерін Ou  өсінің бойымен бағыт-
талған  деп санауға болады, онда 012 =− )x(T)x(T xx  немесе 

)x(T)x(T 21 = . 

2α  

)( 2xT  

)( 1xT  

1α  

2M  

1x  2x  

1M  

x  

u  

0  
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Осыдан 1x  және 2x -нің кез келген болғандығынан барып, 
керілістің x -тен тәуелсіз екендігі шығады, яғни x  және t -ның 
барлық мағыналары үшін 

 

0T)x(T ≡ . 
 

Ішектің ],[ 21 xx  элементіне әсер ететін Ou өсіне керілу кү-
шінің проекциясы тең: 

 
[ ])t,x(u)t,x(uT)x(T)x(T xxuu 12012 −⋅≈− . 

 

dxutxutxu
x

x
xxxx ∫=−

2

1

),(),( 12
 екендігін ескере отырып, 

мынаны аламыз: 

dxuTxTxT
x

x
xxuu ∫⋅≈−

2

1

012 )()( .         (4.2) 

)t,x(p   – сыртқы күштердің үзіліссіз сызықтық тығызды-
ғы. Онда Ou өсі бойымен ішектің 21MM  бөлігіне 

 

dxtxp
x

x
∫
2

1

),(             (4.3) 

күші  әсер етеді. 
)(xρ – ішектің үзіліссіз сызықтық тығыздығы, онда ішек 

бөлігінің массасы dxxm
x

x
∫=
2

1

)(ρ . Ішектің 21MM  бөлігінің Ou  

өсіне инерция күші проекциясы Ньютонның екінші заңы бойын-
ша мынаған тең болады: 

dxuxum
x

x
tttt ∫ ⋅−=⋅−

2

1

)(ρ .         (4.4) 
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Ішектің 21MM бөлігіне әсер ететін, барлық күштердің Ou  
өсіне  проекциясы: (4.2) керілу күші, (4.3) сыртқы күш және  
(4.4) инерция күші, мынадай түрге ие болады: 

 

[ ] 0)(),(
2

1

0 =⋅−+⋅∫ dxuxtxpuT
x

x
ttxx ρ . 

 
Осыдан интеграл ішіндегі функцияның үзіліссіздігінен және  

1x  және 2x -нің кез келгендігінен,  ішектің әрбір нүктесі үшін t  
кез келген уақытында: 

 
),()( 0 txpuTux xxtt +⋅=⋅ρ .                (4.5) 

 
Бұл ішек тербелісінің еріксіз теңдеуі болады. 
Егер const=ρ  болса (4.5) теңдеуі төмендегіше түрленеді: 
 

),(2 txfuau xxtt += ,                         (4.6) 
 

мұндағы 

ρ
0T

a = ,   
ρ

),(),( txptxf = .         (4.7) 

 
Егер сыртқы күш жоқ болса, онда 0),( =txp , ішектің еркін 

тербелісінің теңдеуін аламыз: 
 

xxtt uau 2= .            (4.8) 
 

Ішектің тербелу процесін бірмәнді анықтау үшін есептің физи-
калық мағынасынан шығатын теңдеуден басқа қосымша шарт-
тар беру қажет. Бастапқы уақытта ішектің барлық нүктелерінде 
u  бастапқы жағдай және tu  бастапқы жылдамдықты беру қа-
жет: 



36 

)(0 xu t ϕ=
=

,   )(0 xu tt ψ=
=

,          (4.9) 

 
мұндағы )(),( xx ψϕ  – берілген функциялар. Бұл шарттар бас-
тапқы шарттар деп аталады. 

         Шектелген ішек, яғни l  ақырлы ұзындығы бар ішек 
жағдайында соңында режим беру қажет (шекаралық шарт). 

Егер ішектің соңы бекітілген болса, соңындағы жылжулар нөл-
ге тең және шекаралық шарт төмендегіше түрленеді: 

 
00 ==xu ,   0=

=lxu    ( 0≥t ).         (4.10) 

 
Егер ішектің соңы берілген заң бойынша жылжыса, шекара-

лық шарт мына түрге ие болады: 
 

)(10 tu x µ=
=

,   )(2 tu lx µ=
=

,              (4.11) 

 
мұндағы )(),( 21 tt µµ  – t  уақыты бойынша берліген функциялар. 

Ішектің шексіз немесе жартылай шексіз тербелісін қарасты-
руға болады. Шекарадан жеткілікті алшақ нүктеде сонда беріл-
ген шекаралық шарттардың әсері, уақыттың жеткілікті үлкен 
аралығы арқылы білінеді. Егер шекараның әсері елеусіз болма-
ғанда,  уақыттың аз аралығы ағымында құбылысты қарасты-
рсақ, шектелмеген аймақ үшін есептің қойылуына келеміз. Егер 
бір шекараға жақын құбылысты зерттесек және екінші шекарада 
шекаралық режимнің әсері уақыттың қызықтыратын ағымында 
елеусіз болса, жартылай шектелген түзудегі есептің қойылуына 
келеміз. 

 
Стерженнің бойлық тербелістері 
l  ұзындығы бар стерженді қарастырайық. Ox  өсін оның 

сол жақ соңы 0=x  нүктесінде, оң жақ соңы lx = -да бола-
тындай етіп стерженнің бойымен бағыттайық. Стерженнің кіші 
бойлық тербелістерін зерттейік. 
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Сыртқы күштер мен инерцияның күштерін стерженнің 
бойымен бағытталған деп есептеуге болады. 

 

 
),( txu  арқылы x  абсциссасымен t  уақытында Ox өсі 

бойымен стержен қимасының ығысуын белгілейік. Онда xx ∆+  
нүктесінде қиманың ығысуы: 

 
xtxutxutxxu x ∆⋅+≈∆+ ),(),(),( . 

 
Сондықтан x  қимасындағы стерженнің салыстырмалы ұза-

руы ),( txux -ке тең болады. Гук заңы бойынша бұл қимадағы 
керілу: 

),( txuEST x⋅= , 
 

мұндағы S  – көлденең қиманың ауданы, E  – стержен мате-
риалының серпімділік модулі. 

Егер ],[ xxx ∆+  бөлігіне әсер ететін, барлық күштердің қо-
сындыларын нөлге теңестіретін болсақ, стержен тербелісінің 
теңдеуін аламыз. Тең әсер ететін керілу күштері мынаған тең: 

 
[ ] xtxuEStxutxxuESxTxxT xxxx ∆⋅⋅≈−∆+⋅=−∆+ ),(),(),()()(

. 
),( txp  – сыртқы күштердің көлемдік тығыздығы.  Онда 
],[ xxx ∆+  стерженнің элементіне ),( txpxS ⋅∆⋅  сыртқы күш 

және ),()( txuxSx tt⋅∆⋅⋅− ρ   инерция күші әсер етеді. Да-
ламбер принципі бойынша барлық күштердің қосындысы нөлге 
тең, яғни 

 
[ ] 0),()(),(),( =∆⋅⋅⋅−⋅+⋅ xtxuSxtxpStxuES ttxx ρ .  (4.12) 
 

х 0 x ∆+  l  х+∆х 
х 
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Осыдан 
 

),(),(),()( txptxuEtxux xxtt +⋅=⋅ρ .      (4.13) 
 

Егер constx == ρρ )(  (біртекті стержен) болса, онда 
(4.13) теңдеуі төмендегіше түрленеді: 

 
),(2 txfuau xxtt += , 

 
мұндағы 

ρ
Ea = ,   

ρ
),(),( txptxf = .                  (4.14) 

 
2. Толқындық теңдеу үшін  
 Даламбердың сипаттауыштар әдісі 
 
Шектелмеген ішек үшін тербеліс теңдеуін қарастырайық: 
 

xxtt uau 2= ,   ∞<<∞− x ,   0>t .             (4.15) 
 

Бұл гиперболалық типті теңдеу – 02 >= aD .  
Сипаттауыш теңдеуі 

 
0222 =− dtadx  

 
екі теңдеуге бөлінеді: 0=⋅− dtadx ,   0=⋅+ dtadx ,  олар-
дың  интегралдары түзу: 

 
1Catx =− ,   2Catx =+ . 

 
Жаңа айнымалылар 
 

atx −=ξ ,   atx +=η                      (4.16) 
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енгізе отырып, (4.15) ішек тербелісінің теңдеуін келесі түрге 
түрлендіреміз: 

 
0=ξηu .                                   (4.17) 

 
(4.17)  теңдеуін мына түрде жазамыз: 
 

0=







∂
∂

∂
∂

ξη
u .                          (4.18) 

 
(4.18)-дегі ξ  параметр ретінде қарастыра отырып, 

)(),( ξ
ξ
ηξ fu

=
∂

∂  аламыз, мұндағы )(ξf  – ξ  айнымалысы-

ның ғана кез келген функциясы. ξ  бойынша алынған теңдеу-
ді интегралдап және η  параметр түрінде қарастырып таба-
мыз: 

 
)()(),( 2 ηξξηξ fdfu += ∫ , 

 
мұндағы )(2 ηf  – η  айнымалысының ғана кез келген функ-
циясы. 

)()( 1 ξξξ fdf =∫  болсын, онда )()(),( 21 ηξηξ ffu += , 

немесе x  және t  ескі айнымалыларына қайта оралсақ, 
 

)()(),( 21 atxfatxftxu ++−= .                (4.19) 
 

Егер 1f  және 2f  – екі рет үзіліссіз дифференциалданатын 
кез келген функциялар болса, (4.19) формуласымен анықтала-
тын ),( txu  функциясы (4.15) теңдеуінің шешімі болатынын 
тексеру оңай. 
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Шынымен, 
 

)()(),( 21 atxfatxftxuxx +′′+−′′= , 

)()(),( 2
2

1
2 atxfaatxfatxutt +′′+−′′= . 

 
Демек, (4.19) функциясы (4.15) теңдеуін қанағаттандырады. 
1-мысал. 02 22 =+++− yxyyxyxx yuxuuyxyuux  теңде-

уін сипаттауыштар әдісімен шешу керек. 
Шешуі. 02 =− acb , демек, берілген теңдеу параболалық типті. 
Сипаттауыш теңдеуі мына түрге 

02 2222 =++ dxyxydxdydyx  немесе ( ) 02 =+ ydxxdy  
ие болады. 

0=+ ydxxdy  теңдеуінде айнымалыларды бөліп және ин-
тегралдап, келесі түрге келеміз: 

 

0=+
x

dx
y

dy ,     Cxy lnlnln =+ ,     Cxy = . 

 
Айнымалыларды ауыстырайық: 
 

xy=ξ ,     x=η . 
 

Онда 
 

ηξ uyuux += , 
ξxuu y = ,  ηηξηξξ uyuuyuxx ++= 22 , 

ξξηξξ uxuxyuuxy ++= ,     ξξuxu yy
2= . 

 
Теңдеуге туындылар үшін табылған өрнектерді және η=x  

мағынасын қойып, мынаны аламыз: 
 

0=+ ηηηη uu . 
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),(),( ηξηξη Vu =  белгілейік, 0=+VVηη  теңдеуіне 

келеміз. 
ξ  параметр ретінде қарастырып, теңдеудегі айнымалылар-

ды бөліп және интегралдап табамыз: 
 

0),(),(
=+ ηξ

η
ηξη V

d
dV ,  0

),(
),(

=+
η
η

ηξ
ηξ d

V
dV , 

)(lnln),(ln ξηηξ FV =+ ,  
η
ξηξ )(),( FV = , 

 
мұндағы )(ξF  – ξ  айнымалысының кез келген функциясы. 

Ауыстыруды ескере отырып, 
η
ξηξη

)(),( Fu =  аламыз. 

Алынған теңдеуді η  бойынша интегралдап  табамыз: 
 

)(ln)()()(),( ξηξξ
η
ηξηξ Φ+⋅=Φ+= ∫ FdFu , 

 
мұндағы )(ξΦ  – ξ  айнымалысының кез келген функциясы. 

x  және y  ескі айнымалыларына қайтып оралып, теңдеудің 
жалпы шешімін аламыз: 

 
)(ln)(),( xyxxyFyxu Φ+⋅= , 

 
мұндағы F  және Φ  – екі рет үзіліссіз дифференциалданатын 
кез  келген функциялар. 
 

3. Толқындық теңдеу үшін Коши есебі 
 
Коши есебінің мақсаты: 
 

xxtt uau 2= ,   ∞<<∞− x ,   0>t ,                (4.20) 
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теңдеудің 
 

)(0 xu t ϕ=
=

,   )(0 xu tt ψ=
=

,   ∞<<∞− x          (4.21) 

 
бастапқы шарттарды қанағаттандыратын шешімін іздеу болып 
табылады. 

(4.20) теңдеуінің жалпы шешімі мынадай болады: 
 

)()(),( 21 atxfatxftxu ++−= ,                 (4.22) 
 

мұндағы 1f  және 2f  – екі рет үзіліссіз дифференциалданатын 
кез   келген функциялар. 

(4.20), (4.21) есебінің шешімі бар болады деп болжайық, он-
да ол (4.22) формуласымен беріледі. (4.21) бастапқы шарттарын 
қанағаттандыратындай 1f  және 2f  функцияларын анықтайық: 

 
)()()()0,( 21 xxfxfxu ϕ=+= ,                     (4.23) 

 
)()()()0,( 21 xxfaxfaxut ψ=′⋅+′⋅−= .           (4.24) 

 
Екінші теңдікті интегралдап, мынаны аламыз: 
 

)()()( 21 xxfxf ϕ=+ , 

Cdyy
a

xfxf
x

+=+− ∫
0

21 )(1)()( ψ , 

 
мұндағы C – кез келген тұрақты. 

Алынған жүйеден )(1 xf  және )(2 xf   табамыз: 
 

2
)(

2
1)(

2
1)(

0
1

Cdyy
a

xxf
x

−−= ∫ψϕ , 
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2
)(

2
1)(

2
1)(

0
2

Cdyy
a

xxf
x

++= ∫ψϕ . 

 
(4.22)-ге 1f  және 2f  табылған мағыналарын қойып, мына-

ны аламыз: 
 







 −+

++−
= ∫∫

−+ atxatx
dyy

a
dyy

a
atxatxtxu

00
)(

2
1)(

2
1

2
)()(),( ψψϕϕ

 
немесе интегралдарды біріктіріп 

 

∫
+

−
+

++−
=

atx

atx
dyy

a
atxatxtxu )(

2
1

2
)()(),( ψϕϕ .     (4.25) 

 
(4.25) – Даламбер формуласы. 
Егер )(xψ   үзіліссіз дифференциалданатын функция, ал 
)(xϕ   екі рет үзіліссіз дифференциалданатын функция болса, 

онда (4.25) Даламбер формуласы (4.20), (4.21) Коши есебінің 
шешімі болатындығын тексеру қиын емес.   

Біртекті емес толқындық теңдеу үшін Коши есебі: 
 

),(1
2 txfuu

a xxtt += ,   ∞<<∞− x ,   0>t ,       (4.26) 

 
теңдеудің 

 
)(0 xu t ϕ=

=
,   )(0 xu tt ψ=

=
,   ∞<<∞− x     (4.27) 

 
бастапқы шарттарын қанағаттандыратын шешімін табу ке- 
рек. 

);,( τtxw f  функциясы келесі көмекші Коши есебінің 
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( ) ( )
xxfttf waw 2= ,   ∞<<∞− x ,   τ>t ,         (4.28) 

 

0);,( =ττxw f , ),();,( τττ xfx
t

w f =
∂

∂
, 

 
τ=t , ∞<<∞− x  (4.29) 

шешімі болсын. 
(4.25) Даламбер формуласы бойынша 
 

∫
−+

−−
=−=

)(

)(
),(

2
1),();,(

τ

τ
ξτξττ

tax

tax
ff df

a
txwtxw .   (4.30) 

 
(4.25) Даламбер формуласын мынадай түрде жазамыз: 
 

)0;,()0;,(),( txwtx
t

w
txu ψ

ϕ +
∂

∂
= ,         (4.31) 

 

мұндағы ∫
+

−
=

atx

atx
d

a
txw ξξψψ )(

2
1)0;,( , ∫

+

−
=

atx

atx
d

a
txw ξξϕϕ )(

2
1)0;,(

функциялары 

,
2

)()()(
2
1)0;,( atxatxd
at

tx
t

w atx

atx

−++
=









∂
∂

=
∂

∂
∫
+

−

ϕϕξξϕϕ

 
 

сәйкесінше 0=τ  және )(xf ψ= , )(xf ϕ=  болғандағы (4.28), 
(4.29) есебінің шешімдері болып табылады. 

0)0,( =xu ,  0)0,( =xut  нөлдік бастапқы шарттарымен, 
(4.26) біртекті емес теңдеуінің шешімі мына түрге ие болады: 

 

∫=
t

f dtxwatxu
0

2 );,(),( ττ .                (4.32) 
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Шынымен, (4.32) функциясын дифференциалдап және 
);,( τtxw f  функциясы үшін (4.29) шарттарын ескере отырып 

табамыз: 
 

∫∫ ∂

∂
=

∂

∂
+=

t
f

t
f

ft dtx
t

w
adtx

t
w

attxwatxu
0

2

0

22 );,();,();,(),( ττττ , (4.33) 

 

=
∂

∂
+

∂

∂
= ∫

t
ff

tt dtx
t
w

attx
t

w
atxu

0
2

2
22 );,();,(),( ττ

 
 

∫
∂

∂
+=

t
f dtx

t
w

atxfa
0

2

2
22 );,(),( ττ , 

 

∫∫
∂

∂
=

∂

∂
=

t
f

t
f

xx dtx
t
w

dtx
x
w

atxu
0

2

2

0
2

2
2 );,();,(),( ττττ . 

 
Осыдан (4.32) функциясы (4.26) теңдеуін қанағаттандыра-

тындығы көрінеді. (4.32) және (4.33) формулаларынан (4.26), 
(4.27) есебінің шешімін, (4.31) және (4.32) формулаларын ескере 
отырып, мынандай түрде көрсетуге болады: 

 

∫++
∂

∂
=

t

f dtxwatxwtx
t

w
txu

0

2 );,()0;,()0;,(),( ττψ
ϕ .  (4.34) 

 

fw функциясы үшін (4.30)  өрнегін қолдана отырып, мына-

ны аламыз:  
 

∫∫∫
−+

−−

+

−
++

++−
=

)(

)(0
),(

2
)(

2
1

2
)()(),(

τ

τ
ξτξτξξψϕϕ tax

tax

tatx

atx
dfdad

a
atxatxtxu

. (4.35) 
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Егер )(xϕ ′′ , )(xψ ′  және 
x
f
∂
∂  туындылары бар болса, онда 

(4.35) -ті (4.26), (4.27)-ге тікелей қою, (4.35) функциясы (4.26), 
(4.27) есебінің шешімі екендігін көрсетеді. 

2-мысал. 032 =−− yyxyxx uuu , 23)0,( xxu = , 0)0,( =xuy  
Коши есебін шығару керек. 

Шешуі. Теңдеу гиперболалық типті болады және 
xy −=ξ , xy 3+=η  айнымалыларында 0=ξηu  канондық 

түрге келтіріледі. 
Оның жалпы шешімі  )()(),( ηξηξ gfu += болады,  мұн-

дағы gf ,  – кез келген функциялар.  
x  және y  айнымалыларына оралып 

)3()(),( xygxyfyxu ++−=  аламыз. 
f  және g  кез келген функцияларын анықтау үшін бастап-

қы шарттарды қолдану қажет: 
 

2
0 3)3()( xxgxfu y =+−=

= ,                   (4.36) 

0)3()(
0

=′+−′=
=

xgxfu
yy .                  (4.37) 

 
(4.36) шартын x  бойынша дифференциалдап, 
 

xxgxf 6)3(3)( =′+−′−                           (4.38) 
аламыз. 

(4.37), (4.38) теңдеулер жүйесінен: 
 

0)3()( =′+−′ xgxf , 
xxgxf 6)3(3)( =′+−′− , 

xxg
2
3)3( =′  немесе 

2
)( ttg =′ , ақырғы теңдікті интеграл-

дап, Cttg += 2

4
1)(  немесе Cxxg += 2

4
9)3(  аламыз. 
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(4.36) теңдеуінен CxCxxxf −=−−=− 222

4
3

4
93)(  та-

байық. 
CxCxxf −−=−=− 22 )(

4
3

4
3)(  функциясында xy −  айны-

малысына көшіп, ( ) Cxyxyf −−=− 2

4
3)( , ал )(tg  функция-

сында xy 3+  айнымалысына көшіп Cxyxyg ++=+ 2)3(
4
1)3(

 аламыз. 
)( xyf −  және )3( xyg +  табылған мағыналарын жалпы 

шешіміне қойып, Коши есебінің ізделінген шешімін табамыз: 
 

2222 3)3(
4
1)(

4
3),( xyxyxyyxu +=++−= . 

 
Тікелей тексеру арқылы ізделінген функцияның дұрыс есеп-

телгенін көрсетуге болады. 
3-мысал. Коши есебінің 
 

0253 =+− yyxyxx uuu
 

теңдеуі үшін 

21
),(

x
xyxu xy +

=
=

,      xyxu
xyy sin),( =

=  
 

бастапқы шарттарын қанағаттандыратын шешімін табу керек. 
Шешуі. Теңдеудің жалпы шешімін табу үшін оны канондық 

түрге келтіреміз. 0253 22 =++ dxdxdydy  сипаттауыш теңдеуі 
екі теңдеуге бөлінеді: 023 =+ dxdy , 0=+ dxdy , олар үшін 

123 Cxy =+ , 2Cxy =+  жалпы интегралдары болып табы-
лады. Демек, теңдеуде yx 32 +=ξ , yx +=η  айнымалыларын 
ауыстыру керек. Сонда теңдеу 0=ξηu  канондық түріне келті-



48 

ріледі. Бұл теңдеуді интегралдап, )()(),( ηξηξ gfu +=  немесе 
x  және y  айнымалыларында 

 
)()32(),( yxgyxfyxu +++=                 (4.39) 

 
табамыз. 

Кез келген f  және g  функцияларын табу үшін бастапқы 
шарттарын қолданамыз: 

 

21
)2()5(),(

x
xxgxfyxu xy +

=+=
=

,          (4.40) 

xxgxfyxu
xyy sin)2()5(3),( =′+′=

=
.       (4.41) 

 

(4.40) шартын дифференциалдап, 
 

( )22

2

1

1)2(2)5(5
x

xxgxf
+

−
=′+′ , 

xxgxf sin)2()5(3 =′+′  
 

теңдеулер жүйесін аламыз. 

Бұл жүйеден 
( )22

2

1

1sin2)5(
x

xxxf
+

−
−=′  немесе tx =5  деп 

қойсақ, 
( )

( )22

2

25

2525
5

sin2)(
t

tttf
+

−⋅
−=′  аламыз. Соңғы теңдікті 

интегралдап, C
t
tttf +
+

−−= 225
25

5
cos10)(  табамыз. 

C
x
xxxf +

+
−−= 21

5cos10)5(  болғандықтан, (4.40) теңдеуінен 

C
x
xxxg −

+
+= 21

6cos10)2(  немесе C
x
xxxg −

+
+= 24

12
2

cos10)(  

аламыз. 
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Онда C
yx
yxyxyxf +

++
+

−
+

−=+ 2)32(25
)32(25

5
32cos10)32( , 

 

C
yx
yxyxyxg −

++
+

+
+

=+ 2)(4
)(12

2
cos10)( . 

 
Демек, Коши есебінің шешімі болып 
 

22 )32(25
)32(25

)(4
)(12

5
32cos10

2
cos10),(

yx
yx

yx
yxyxyxyxu

++
+

−
++
+

+
+

−
+

= . 

 
функциясы табылады. 

 
Бақылау сұрақтары: 

 
1. Керілген  ішектің  кіші көлденең тербелісін қандай теңдеу анықтайды?  
2. Ішек тербелісінің теңдеуі үшін шекаралық және бастапқы шарттар қа-

лай қойылады? 
3. Даламбер формуласын жазыңыздар. 

 
Жаттығулар 

 
1. 0222 =−− yyyxx yuuyux  теңдеуді сипаттауыштар әдісі-

мен шығарыңыздар. 

Жауабы: 





+⋅=

x
ygxyf

y
xyxu )(),( , мұндағы f  және g  

– кез келген функциялар. 
2. 0coscossin2 2 =⋅−⋅−⋅− yyyxyxx uxuxuxu  теңдеуді 

сипаттауыштар әдісімен шығарыңыздар. 
Жауабы: ( )xyxgxyxfyxu cos)cos(),( +−+−+= , мұн-

дағы f  және g  – кез келген функциялар. 
3. 0)( =+−− yxxy uuuyx  теңдеудің жалпы шешімін табу 

керек. 
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Жауабы: 
( )

yx
ygxfyxu

−
+

=
)(),( , мұндағы f  және g  – кез 

келген функциялар. 
4. x

yxxyyy euuuu 422 =−+−  теңдеудің жалпы шешімін 

табу керек. 

Жауабы: ( )yxgxfeeyxu
yx

x 2)(2),( 2
2

+++=
+

, мұндағы 
f  және g  – кез келген функциялар. 

5. Келесі Коши есептерін шығарыңыздар: 
 

1) ,0=+− yyyxy
y uuue  xuxu

yyy sin,
2 0

2

0 −=−=
==

; 

2) ,0)sincos1(sincos2 2 =−+++−+ yxyyxyxx uxxuuxuxu    

xuxu
xyyxy sin,cos

sinsin ==
==

; 

3) ,2 y
yyyxy

y xeuuue =+−   
200 1

1,sin
x

uxu
yyy +

==
==

. 

Жауабы: 1) xexxyxu y cos)1cos(
2

),(
2

−+−+−= ;  

2) )sincos(),( xxyyxu −−= ; 

3) +−= )1(
2

),(
2

yexyxu

arctgxexarctgexxx y
y

−−++
−−−

+ )1(
6

)1(sin
33

. 

 
Параболалық типті теңдеулер 

 
Жылуөткізгіштік, диффузия, өткізілетін ортадағы электро-

магниттік өрістерді тарату, тұтқыр сұйықтықтың қозғалысында, 
жер астындағы сулардың қозғалысында  және тағы басқалар 
сияқты физикалық құбылыстарды зерттегенде параболалық тип-
ті теңдеулер алынады. 
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1. Жылудың таралуы туралы есеп 
 
l  ұзындығымен жіңішке біртекті стерженді қарастырамыз, 

оның бүйір бет жағы жылудан қорғалған. x  өсін стерженнің 
бойымен бағыттайық, 0=x   стерженнің сол жақ соңы, ал lx =   
оң жақ соңы болсын. 

Фурье заңы бойынша, t∆  уақытында стерженнің S  ауда-
нымен x  қимасы арқылы өтетін жылудың саны мына формула-
мен анықталады: 

 

tS
x

txukQ ∆⋅⋅
∂

∂
⋅−=∆

),( ,                   (5.1) 

 

мұндағы k  – материалға байланысты стерженнің жылуөткіз-
гіштік коэффициенті, ),( txu  – t  уақытындағы стерженнің x  
қимасындағы температурасы. 

u∆ -ға температураны көбейту үшін біртекті денеге қажет 
болатын жылудың саны мынаған тең болады: 

 
uVcucmQ ∆⋅=∆⋅= ρ ,                       (5.2) 

 
мұндағы c – меншікті жылу сыйымдылық, m  – дененің масса-
сы, ρ  – оның тығыздығы, V – көлемі. 

Егер температураның өзгеруі стерженнің әртүрлі бөліктерін-
де әртүрлі шамаға ие болса немесе егер стержен біртекті емес 
болса, онда: 

∫ ∆⋅=
2

1

x

x
dxuScQ ρ .                              (5.3) 

 
Стерженнің ішінде жылу пайда болуы да немесе жұтылуы да 

мүмкін. ),( txF  – t  уақыты бойынша x нүктесіндегі жылу көз-
дерінің тығыздығы болсын. t∆  уақыты аралығындағы стержен-
нің ],[ 21 xx  бөлігінде осы көздердің әрекеттерінің нәтижесінде 
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∫∆⋅=
2

1

),(
x

x
dxtxFtSQ                            (5.4) 

 
жылудың мөлшері бөлінеді. t∆  уақыты аралығында ],[ 21 xx  
кейбір кесіндідегі жылу балансын есептеуде жылуөткізгіштік 
теңдеуі алынады. Энергияны сақтау заңын және (5.1), (5.3), (5.4) 
формулаларын қоладанып, мына теңдікке ие боламыз: 

 

∫∫ ∆⋅=∆⋅+












∂
∂

−
∂

∂
∆⋅⋅

==

2

1

2

112

),(),(),( x

x

x

xxxxx
dxuScdxtxFtS

x
txu

x
txutSk ρ .

 (5.5) 

 
),( txu  функциясының  xxu  және tu  үзіліссіз туындылары 

бар деп болжайық. Орта туралы теореманы пайдаланып, 
 

xtuctxtFt
x

txu
x

txuk
xxxx

∆⋅∆⋅=∆∆+∆⋅












∂
∂

−
∂

∂
⋅

==

),(),(),(),(
21

12

ξρξ
 (5.6) 

 
аламыз, мұндағы 211 xx << ξ ,   221 xx << ξ . 

Ақырлы өсімше туралы теореманың көмегімен (5.6) теңдігін 
мына түрге түрлендіруге болады: 

 

tx
t

uctxtFtx
x

tuk ∆∆⋅
∂

∂
⋅=∆∆+∆∆⋅

∂
∂
⋅

),(),(),( 2
12

2 τξ
ρξξ  (5.7) 

 
мұндағы 21 xx << ξ , τ  – ),( ttt ∆+  интервалының аралық 
нүктесі. Осыдан tx∆∆ -ға қысқартудан кейін табамыз: 

 

t
uctF

x
tuk

∂
∂
⋅=+

∂
∂
⋅

),(),(),( 2
12

2 τξ
ρξξ .            (5.8) 

 
],[ 21 xx  және t∆  кез келген болуына байланысты жылуөт-

кізгіштік теңдеуі деп аталатын 
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t
txuctxF

x
txuk

∂
∂
⋅=+

∂
∂
⋅

),(),(),(
2

2

ρ ,               (5.9) 

 
теңдеуді аламыз. 

Егер стержен біртекті болса, онда ρ,, ck  тұрақтылар деп 
санауға болады және теңдеу мына түрде жазылады: 

 
),(2 txfuau xxt += ,                         (5.10) 

 

мұндағы  
ρc
ka =2 ,

  ρc
txFtxf ),(),( = ,   2a  – температура өткіз-

гіштік коэффициенті деп аталатын тұрақты. Егер көздер жоқ 
болса, яғни 0),( =txF , онда жылуөткізгіштік теңдеуі мына түр-
ге ие болады: 

xxt uau 2= .                     (5.11) 
 

Жылудың таралуын бірмәнді сипаттау үшін (10) теңдеуінен 
басқа бастапқы температураны, яғни 

 
)(0 xu t ϕ=

=
                      (5.12) 

 
және шекарадағы температураның режимін де беру қажет. 

0=x  стерженнің соңында берілген температура сақталған 
жағдайда шекаралық шарт мына түрге ие болады: 

 
)(),0( ttu µ= .                               (5.13) 

 
Егер ),( tlQ  жылу ағынының стерженнің түпбеттік қимасы 

арқылы өтетін шамасы берілсе, онда 
 

)(),( ttl
x
u ν=
∂
∂                             (5.14)  
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шекаралық шартқа келеміз, мұндағы )(tν  – ),( tlQ  ағыны ар-

қылы
 k

tlQt ),()( −=ν  формуласы бойынша көрсететін функция. 

0=x  және lx = -дегі шекаралық шарттар әртүрлі типті бо-
луы мүмкін. 

Жылуөткізгіштік теңдеуі үшін бірінші шеттік есеп 
 

xxt uau 2=  ,  lx <<0 ,   Tt ≤<0  
 
теңдеуін 
 

)()0,( xxu ϕ= ,   lx ≤≤0 ,  
)(),0( 1 ttu µ= ,   )(),( 2 ttlu µ= ,   Tt ≤≤0  

 
шарттарын қанағаттандыратын ),( txuu =  шешімін табу болып 
саналады, мұндағы )(xϕ , )(1 tµ  және )(2 tµ  – берілген функ-
циялар. 

Жартылай шексіз стерженнің жылуөткізгіштік теңдеуі 
үшін бірінші шеттік есебі келесі түрде қойылады:  ∞<< x0  
және 0≥t  аймағындағы 

 
)()0,( xxu ϕ= ,   ∞<< x0  

)(),0( ttu µ= ,   0≥t  
 

шарттарын қанағаттандыратын жылуөткізгіштік теңдеуінің ше-
шімін табу керек, мұндағы )(xϕ  және )(tµ  – берілген функ-
циялар. 

 
2. Жылуөткізгіштік теңдеуі үшін Коши есебі 
 
Жылуөткізгіштік теңдеуі үшін классикалық Коши есебі деп 

)0()0(2 ≥∩> tCtC  класындағы, nRx∈ , 0>t  болғандағы 
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),(2 txfua
t
u

+∆=
∂
∂                            (5.15) 

 
теңдеуін және 

 
)(0 xu t ϕ=

+=
,   ),,( 1 nxxx = ,   1≥n         (5.16) 

 
бастапқы шартын қанағаттандыратын ),( txu  функциясын табу 
туралы есепті айтамыз, мұндағы f  және ϕ  – берілген функ-
циялар. 

(5.15), (5.16) Коши есебінің шешімі Пуассон формуласымен 
беріледі: 

 

( )
+=

−
−

∫ ξξϕ
π

ξ

de
ta

txu ta
x

R
n

n

2

2

4)(
2

1),(
 

( )∫ ∫ −

−
−

−

t
ta

x

R
n dde

ta

f
n0

)(4 2

2

)(2

),( τξ
τπ

τξ τ

ξ

, (5.17) 

 

мұндағы 22
11

2 )()( nnxxx ξξξ −++−=−  ,    1≥n . 

1-мысал. tet
x
u

t
u

++
∂
∂

=
∂
∂

2

2

4 , 20 =
=tu , 

Коши есебін шығару керек. 
Шешуі. Коши есебінің шешімі (5.17) Пуассон формуласы-

мен беріледі. 1=n  болғанда (5.17) формуласын мына түрде жа-
зуға болады: 

 

+=
−

−∞

∞−
∫ ξξϕ

π

ξ

de
ta

txu ta
x

2

2

4
)(

)(
2

1),(
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∫ ∫ −
−

−∞

∞− −

t
ta

x

de
t

fd
a 0

)(4
)(

2

2

),(
2

1 ξ
τ
τξτ

π
τ

ξ

.        (5.18) 

 
(5.18) формуласын пайдаланып, алғашқы есептің шешімін 

табамыз: 

=
−
+

⋅
+

⋅
= ∫ ∫∫ −⋅

−
−∞

∞−

∞

∞−

⋅
−

− t
t

x

t
x

de
t

edde
t

txu
0

)(24
)(

24
)(

2

2

2

2

22
1

22
2),( ξ

τ
ττ

π
ξ

π
τ

ξτξ
 

+⋅=
−
+

+= ∫∫ ∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

−
−

−∞

∞−

−
−

dzet
t

ded
t

ede
t

z
t

t
x

t
x

2

22

4
2

1
4

1
2

1
0

)(16
)(

16
)(

π
ξτ

τ
τ

π
ξ

π
τ

ξτξ

 
t

tt
z etdedzedt

t
e

++=++=−⋅
−
+

+ ∫∫ ∫
∞

∞−

−

2
1)(24

4
1 2

00

2

ττττ
τ

τ
π

τ
τ

. 

 
2-мысал. Есептің берілгендерін сәйкес түрде x  өсіне жал-

ғастырып, 

xxt uau 2= ,   ∞<< x0 ,   0>t , 

0),0( =tux ,   0>t ,   )()0,( xxu ϕ= ,   ∞<< x0 , 
 

есепті шығару керек. 
Шешуі. )(xϕ  функциясының жұп жалғастыруы болып та-

былатын )(xΦ  функциясын енгіземіз. 
 





<−
>

=Φ
,0),(

,0),(
)(

xx
xx

x
ϕ
ϕ

 
және 

xxt UaU 2= ,   ∞<<∞− x ,   0>t  

)()0,( xxU Φ= ,   ∞<<∞− x  
 

көмекші есепті қарастырамыз. 
Бұл есептің шешімі Пуассон формуласымен анықтала- 

ды: 
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ξξ
π

ξ

de
ta

txU ta
x

2

2

4
)(

)(
2

1),(
−

−∞

∞−
∫Φ= .              (5.19) 

 
Интеграл ішіндегі өрнек тақ функция, ал интегралдау шекте-

рі координаталар басына қарағанда симметриялы болғандықтан, 
(5.19) формуласымен анықталған ),( txU  функциясы: 

 

0
2

)(
2

1),0( 2

2

4
2 =⋅⋅Φ=

−∞

∞−
∫ ξξξ

π

ξ

de
tata

tU ta
x

 
 

шекаралық шартты да қанағаттандырады. 
0≥x  аймағындағы ),( txU

  функциясының мағынасын қа-
растырып және )(xΦ  функциясының анықтамасын қолданып, 
мынаны аламыз: 

 

+=Φ=
−

−∞−
−∞

∞−
∫∫ ξξϕ

π
ξξ

π

ξξ

de
ta
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txU ta
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4
)(
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4
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1)(
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1),(
 

+=−+
−

−∞−
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∞−
∫∫ ξξϕ

π
ξξϕ

π

ξξ
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4
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0
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)(0
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ξξϕ
π

ξξϕ
π

ξξξ

dee
ta

de
ta

ta
x

ta
x

ta
x








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


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+
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−∞+
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2

2
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0
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2
1)(
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1 . 

 
 
Демек, 0≥x , ),(),( txutxU =  болғандықтан, есептің ше-

шімін аламыз: 
 

ξξϕ
π

ξξ

dee
ta

txu ta
x

ta
x












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+
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−
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∫
2

2

2

2

4
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4
)(

0
)(

2
1),( . 
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         Бақылау сұрақтары: 
 

1. Қандай дифференциалдық теңдеу стержендегі температураның үлесті-
рімін сипаттайды? 

2. Стержен үшін жылуөткізгіштік теңдеуі қандай түрде болады? Шекара-
лық және бастапқы шарттар қалай қойылады?  

3. Қандай функция жылуөткізгіштік теңдеуінің фундаментальды шешімі 
деп аталады? 

 
Жаттығулар 

 
1. Пуассон формуласын пайдаланып, жылуөткізгіштік тең-

деуі үшін Коши есебінің шешімін табу керек: 
 

,0,16 1 >∈= tRxuu xxt
 xx

t eu 24
0

2−−
=
= . 

Жауабы: t
xxt

e
t

txu 2561
2464 2

2561
1),( +

−−

+
= . 

 
2. x  өсіне есептің берілгендерін сәйкес түрде жалғастырып, 

есепті шығару керек 
 

huuau xxt −= 2 ,   ∞<< x0 ,   0>t , 

0),0( =tu ,   0>t ,   )()0,( xxu ϕ= ,   ∞<< x0 . 
 

Жауабы: 
( ) ( )

ξξϕ
π

ξξ

dee
ta

etxu ta
x

ta
xht

)(][
2

),(
0

44 2

2

2

2

∫
∞ +

−
−

−−

−= . 

Нұсқау. ),(),( txvetxu ht−=  формуласы бойынша ізделіне-
тін функцияның ауыстыруын жасау керек. 

 
Эллиптикалық типті теңдеулер 

 
1. Лаплас және Пуассон теңдеулері 
 
Эллиптикалық типті теңдеулер қатары әртүрлі физикалық 

табиғаты бар орнықтыланған (стационарлық) процестерді зерт-
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теуге алып келеді. Оған стационарлық электрлік және магниттік 
өрістер (электростатика, магнитостатика, тұрақты электр қуаты-
ның өрістері) жатады: 

 

0=∆u .                             (6.1) 
 

Лаплас теңдеуі эллиптикалық типті теңдеудің қарапайым тү-

рі болып табылады, мұндағы ),,,( 21 nxxxuu = , ∑
= ∂
∂

=∆
n

i ix1
2

2
 

– Лаплас операторы. 
Жылу көздері бар болғанда Пуассон теңдеуін аламыз 
 

fu −=∆ ,   
k
Ff = ,                           (6.2) 

мұндағы F  –  жылу көздерінің тығыздығы, ал k  –  жылуөткіз-
гіштік коэффициенті. 

Егер и функциясы D аймағында өзінің екінші ретке дейінгі 
барлық туындыларымен бірге үзіліссіз болса және Лаплас тең-
деуін қанағаттандырса, онда функциясы D аймағында гармо-
ниялық деп аталады. 

iyxz +=  комплекстік айнымалы 
 

),(),()( yxivyxuzf +=  
 

аналитикалық функциясының нақты және жорамал бөліктері 
гармониялық функциялар болып табылады. Функцияның анали-
тикалықтығының қажетті және жеткілікті шарттары болып Ко-
ши-Риман шарттары саналады: 

 
yx vu = ,      xy vu −= .                (6.3) 

 
Лаплас және Пуассон теңдеулері үшін шеттік есеп шекара-

лық шарттардың типіне тәуелді, егер fu S =  болса, бірінші 
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шеттік есеп (Дирихле есебі), егер f
n
u

S
=

∂
∂  болса, екінші шеттік 

есеп  (Нейман есебі), мұндағы f  – аймақтың S  шекарасында 
берілген кейбір функция, n  – S -ке сыртқы нормаль. 

Нейман есебі шешімінің қажетті және жеткілікті шар-
ты:  

 

0=
∂
∂
∫ dS

n
u

S

.                      (6.4) 

 
Егер Нейман есебінің шешімі (6.4) шартын қанағаттандырса, 

онда Нейман есебі дұрыс қойылған. 
Қарапайым аймақтар жағдайындағы шеттік есептердің ше-

шімін айнымалыларды ажырату әдісімен алуға болады (Фурье 
әдісі). Шешімді Грин функциясының көмегімен де алуға бола-
ды. 

 
2. Грин функциясының көмегімен шеттік есептерді шығару 
 

3RD∈  аймағы үшін (ішкі) Дирихле есебінің Грин функ-
циясы деп келесі шарттарды қанағаттандыратын ),,( zyxM  
белгіленген нүктедегі ),,( ζηξP  нүктесінің ),( PMG  функ-
циясы аталады: 

1) ),( PMG  функциясы аймақтың барлық MP ≠  нүктеле-
рінде 

 
0=++≡∆ ζζηηξξ GGGG  

 
Лаплас теңдеуін қанағаттандырады. 
2) ),( PMG  мына түрге келтіріледі: 
 

υ
π

+=
MPR

PMG
4

1),( , 
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мұндағы ),( PMυυ =  – D  аймағында әр жерде гармониялық 

функция. ),( PMG  функциясы PM =  аргументтері сәйкес 
келгенде  ∞  айналады. 

3) ),( PMG  функциясы шекарада нөлге айналады: 
 

0),( =PMG , егер SP∈ . 
 

Егер 
RS π

υ
4

1
−=  болсын деп талап етсек, бұл шарт орында-

лады. 
Грин функциясы Лаплас теңдеуі үшін 0=∆u , fu S = , бі-

рінші шеттік есептің шешіміне айқындалған көрініс беруге мүм-
кіндік береді: 

 

dS
n

MMG
MfMu

S
∫∫ ∂

∂
−=

),(
)()( 0

0
. 

 
G  функциясы 0=∆υ , 

RS π
υ

4
1

−=  бірінші шеттік есептің ше- 

шімі болып табылатын υ  функциясының көмегімен анықтала-
ды. 

),( PMG  функциясы D  аймағының ішінде барлық жерінде 
оң, өзінің аргументтеріне қатысты симметриялы, яғни 

),(),( MPGPMG =  болады. 
2RD∈  аймағы үшін Дирихле есебінің Грин функциясы  ке-

лесі шарттарды қанағаттандыратын: 
1) 0MM = нүктесінен басқа қарастырылатын D  аймағының 

барлық жерінде 0=∆G . 
2) 0MM =  нүктесінде G  функциясының келесі түрдегідей 

өзгешелігі болады: 

0

1ln
2
1

MMRπ
, 
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3) 0=CG , мұндағы C  – D  аймағының шекарасы, 

),( 0MMG  функциясын айтады. 
Бұл жағдайда Грин функциясы мына түрге ие болады: 
 

),(1ln
2
1),( 00

0

MM
R

MMG
MM

υ
π

+= , 

 

мұндағы υ  – шекарада 
0

1ln
2
1

MM
C Rπ

υ −=  шартын қанағат-

тандыратын барлық жерде үзіліссіз гармониялық функция.  
Лаплас теңдеуі үшін 0=∆u , fu C =  бірінші шеттік есеп-

тің шешімі мына формуламен беріледі: 
 

ds
n
GfMu

C
∫ ∂

∂
−=)( 0

. 

 
1-мысал. Грин функциясының көмегімен шар үшін ішкі Ди-

рихле есебін шешу.  
Шардың ішінде гармониялық, тұйық шарда үзіліссіз және 

осы шардың S  бетінде )(Pf  берілген үзіліссіз мағынасын қа-
былдайтын )(Mu функциясын табу керек болсын. 

Алдымен, шар үшін Грин функциясын құрайық: 

),(
4
1),( 00 MM

r
MMG υ

π
+= , 

0MMr = ,   −),( 0MMυ сфе-

раның ішінде гармониялық функция, 
r

MM S π
υ

4
1),( 0 −= . Қо-

рыта келгенде, ),( 0MMυ  функциясы Дирихле есебінің 
 

0),( 0 =∆ MMυ ,   
r

MM S π
υ

4
1),( 0 −=

 
шешімі ретінде анықталады. 
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Ішкі Дирихле есебінің шешімі келесі формуламен беріледі: 
 

dS
n

MMG
MfMu

S
∫∫ ∂

∂
−=

),(
)()( 0

0
,   )()( MfMu S = . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

4-сурет 
 

R  радиуспен шардың ішінен ),,(0 zyxM  кез келген нүкте-
сін аламыз және шардың O  центрінен осы нүктеге дейінгі қа-
шықтықты ρ  арқылы белгілейік (4-сурет). 0M  нүктесінен өте-
тін радиусте 2

1 R=ρρ  болатындай етіп 1OM  кесіндісін 
алайық. Сферада кез келген ),,( ζηξP  нүктесін алайық және 
осы нүктеден 0M  және 1M  нүктелеріне дейінгі қашықтықты 

сәйкесінше r  және 1r  арқылы белгілейік. O  төбесінің ортақ 
бұрыштары және осы бұрышты жасайтын пропорционал қабыр-
ғалары бойынша, 2

10 ROMOM =⋅  немесе 
1

0

OM
R

R
OM

=  шарты-

ның күшімен POM1  және POM 0  үшбұрыштары ұқсас. Үшбұ-

рыштардың ұқсастығынан 
11 ρ

ρ R
Rr

r
==  шығады. Осыдан барып 

мынаны 
1

11
r

R
r ρ
=  ( SP∈  барлық нүктелері үшін) аламыз. Сон-

ρ  
1ρ  r  

ν  

M1 

M0 

O 

P 
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дықтан сферада 
1

1
4
1

r
R
ρπ

υ −=  гармониялық функциясы 
rπ4

1
−  

функциясы сияқты мағынаны қабылдайды. 

0M  нүктесінде 
rπ4

1  өзгешелігі бар (яғни шексіздікке айна-

лады) және сферада нөлге айналатын, )(),( 0 MgMMG =  функ-
циясы шардың ішіндегі гармониялық функция болғандықтан, 









−=

1
0

11
4
1),(

r
R

r
MMG

ρπ
 функциясы ізделінген Грин функ-

циясы болып табылады ( M сферада жатпайды). 
Демек, 
 

dS
r

R
rn

PfMu
S









−

∂
∂

−= ∫∫
1

0
11)(

4
1)(

ρπ
.            (6.5) 

 
Туындысын есептейік 
 









∂
∂

−







∂
∂

=







−

∂
∂

11

1111
rn

R
rnr

R
rn ρρ

, 

 
мұндағы n  – сыртқы нормаль, MMr 11 = . 

n  бағыты бойынша 
r
1  және 

1

1
r

 -ден туындылары мынаған 

тең: 
 

),cos(1),cos(111
2 nr

r
nr

rrn
r

rrrn
−=








∂
∂

=
∂
∂









∂
∂

=







∂
∂ , 

 

),cos(1),cos(111
12

1
1

11

1

111

nr
r

nr
rrn

r
rrrn

−=







∂
∂

=
∂
∂









∂
∂

=







∂
∂ . 
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Сонымен, 
 

2
1

1
2

1

),cos(),cos(11
r

nrR
r

nr
r

R
rn ρρ

+−=







−

∂
∂ .            (6.6) 

 
POM 0  және POM1  үшбұрыштарынан  

 
),cos(2222 nrRrrR −+=ρ  

),cos(2 11
2

1
22

1 nrRrrR −+=ρ  
 

аламыз. 
Осыдан ),cos( nr  және ),cos( 1 nr  анықтап, табамыз: 
 

Rr
rRnr

2
),cos(

222 ρ−+
= ,   

1

2
1

2
1

2

1 2
),cos(

Rr
rRnr ρ−+

= . 

Шардың  O  центрінен 1M  нүктесіне дейінгі арақашықтық: 

ρ
ρ

2

1
R

= , ал S  сферасы  нүктелерінің 1M нүктесіне дейінгі 

арақашықтық: rRr
ρ

=1 , осы формулаларды қолданып, мынаны 

аламыз: 
 

r
Rr

rR

RrRR
nr S ρ

ρ

ρ

ρρ
2

2
),cos(

222

2

2

4
2

2

2
2

1
−+

=
−+

=
. 

 
(6.6)-ға ),cos( nr  және ),cos( 1 nr  үшін  алынған формула-

ларды қойып, келесі туындыны аламыз: 
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3

22

3

222

3

222

1 22
11

Rr
R

Rr
rR

Rr
rR

r
R

rn
−

=
+−

+
−−

=







−

∂
∂ ρρρ

ρ
. 

 
(6.5) формуласының күшімен )( 0Mu функциясы мынаған 

тең: 

dS
r

RPf
R

Mu
S

3

22

0 )(
4

1)( ρ
π

−
= ∫∫ .             (6.7) 

 
(6.7) формуласы Пуассон формуласы деп аталады. 

)( 0Mu  функциясының гармониялығы PM ≠0  ( R<ρ ) 

=







∂
∂

∆−=
−−

∆−=∆−
−+

∆=
−

∆
rn

R
Rr

rRR
rr

rR
r

R 12
2

21
3

222

3

222

3

22 ρρρ

012 =





∆

∂
∂

−=
rn

R , SP∈ болғандықтан шығады. 

Енді NM →0  болғандағы )()( 0 NfMu → , SN ∈  дәлел-
дейік. Бірақ та бұл үшін мынаны ескереміз, 1)( ≡Pf  болса, он-
да 1)( 0 ≡Mu  (жалғыздық). Сондықтан 

 

dS
r

R
R S
∫∫

−
= 3

22

4
11 ρ
π

.                          (6.8) 

 
(6.8) теңдігінің екі жағын да )(Nf -ге көбейтіп және содан 

кейін Пуассон формуласынан шегеріп, мынаны аламыз: 
 

dS
r

RNfPf
R

NfMu
S

3

22

0 )]()([
4

1)()( ρ
π

−
−=− ∫∫ .  (6.9) 

 
N  нүктесін сонша аз δ2  радиусы бар шармен қоршайық, 

осы шардың ішіне түсетін S -тің барлық нүктелерінде  )(Pf  
үзіліссіздігінен мына теңсіздік орын алады: 
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2
)()( ε
<− NfPf ,   0>ε .                    (6.10) 

 
Центрі N  нүктесінде радиусы δ2  шардың ішіндегі S  беті-

нің бір бөлігін σ  арқылы, ал қалған бөлігін σ−S  арқылы бел-
гілейміз. Сонда 

 

+


 −

−=− ∫∫ dS
r

RNfPf
R

NfMu 3

22

0 )]()([
4

1)()( ρ
π σ

 



−

−+ ∫∫
−

dS
r

RNfPf
S

3

22

)]()([ ρ
σ

, 

 
және де (6.10) күшімен 
 

≤
−

<
−

− ∫∫∫∫ dS
r

R
R

dS
r

RNfPf
R σσ

ρ
π

ερ
π 3

22

3

22

4
1

2
)]()([

4
1

 

24
1

2 3

22 ερ
π

ε
=

−
≤ ∫∫ dS

r
R

R S

. 

 
Екінші интегралдың бағалауы үшін  центрі N  нүктесінде 

радиусы δ  болатын жаңа шарды құрамыз.  Егер σ−∈SP , 

0M  осы шардың ішінде болып қалса, δ>= PMr 0 . S  бетінде 

KPf <)(  болғандықтан,  

3

22

3

22 )(2)]()([
4

1
δ

ρρ
π σ

−
≤

−
−∫∫

−

RKRdS
r

RNfPf
R S

. 

 
NM →0 , онда айырымы 022 →− ρR , демек, 

 

2
)]()([

4
1

3

22 ερ
π σ

<
−

−∫∫
−

dS
r

RNfPf
R S

. 
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Осыдан ε<− )()( 0 NfMu , бұл 

 
)()(lim 0 NfMu

NM
=

→
 

 
теңсіздігіне пара-пар. 

 
          Бақылау cұрақтары: 

 
1.  Лаплас теңдеуін полярлық координаталар жүйесінде жазыңыздар. 
2.  Жазықтықтағы, кеңістіктегі Лаплас теңдеуінің фундаментальды шеші-

мінің анықтамасын беріңіздер. 
3.  Қандай функция гармониялық деп аталады? 
4.  Пуассон формуласын қорыту. 
5.  Қандай функция Дирихле есебінің Грин функциясы деп аталады? 

 
Жаттығулар 

 
1. Радиусы R  дөңгелектегі Лаплас теңдеуі үшін 0=∆u , 

fu C =  ішкі шеттік Дирихле есебін 

 

ds
n
GfPu

C
∫ ∂

∂
−=)(  

 
формуласы бойынша шығарыңыздар. 

Нұсқау. Шешімді Грин функциясының көмегімен алуға бо-
лады: 

 

100
1ln

2
1),;,( υ
π

−=
r

yxyxG , 

 

мұндағы 2
0

2
0 )()( yyxxr −+−= ,   1υ  – C  аймағының 

шекарасында 
r
1ln

2
1
π

 функциясымен сәйкес келетін және бірін-

ші ретті және екінші ретті шенелген туындылары бар, қарасты-
рып отырған аймақтағы гармониялық функция. 
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Жауабы:   θ
ψθρρ

ρθϕ
π

π
d

RR
RPu ∫

−−+
−

=
2

0
22

22

)cos(2
)(

2
1)( , 

мұндағы ρ , ψ  – P  нүктесінің полярлық координаталары,  
ал R , θ  – C  шекарада M нүктесінің полярлық координатала-
ры. 

2. Төменде жазылған функциялар гармониялық  болып табы-
латын k  тұрақтысының мәнін табыңыздар: 

1) 2
21

3
1 xkxx + ; 

2) 2
3

2
2

2
1 kxxx ++ ; 

3) 2
2 1chkxe x ; 

4) 
213sin kxchx ; 

5) 
kx ||

1 ,  ∑
=

=
n

i
ixx

1

22|| . 

Жауабы: 1) 3−=k ;  2) 2−=k ; 3) ik 2±= , сонымен қатар 

22 2cos xchkx = ; 4) 3±=k ;  5) 2>n , 0≠x  болғанда 0=k , 
2−= nk . 

3. ),,( 1 nxxuu =  функциясы гармониялық болсын. Келе-
сі функциялардың гармониялығын анықтаңыздар: 

1) )( hxu + , мұндағы ),,( 1 nhhh =  – тұрақты вектор; 

2) )( xlu , мұндағы l  – скалярлық тұрақты; 

3) 
21 x

u
x
u
∂
∂

∂
∂ , 2=n ; 

4) 
21 x

u
x
u
∂
∂

∂
∂ , 2>n ; 

5) 
3

3
2

2
1

1 x
ux

x
ux

x
ux

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ , 3=n ; 

6) 
2

2
1

1 x
ux

x
ux

∂
∂

−
∂
∂ , 2=n ; 



70 

7) 







∂
∂

−
∂
∂

21
1 x

u
x
ux , 2=n . 

Жауабы: 1) гармониялық; 2) гармониялық; 3) гармониялық; 
4) жоқ; 5) гармониялық; 6) жоқ; 7) гармониялық. 

4. Егер 323 yyx
x
u

−=
∂
∂  болса, u  гармониялық функциясын 

табыңыздар. 
Жауабы: 0

33),( ccyxyyxyxu ++−= , мұндағы 0,cc  – 
кез келген нақты тұрақтылар.  

5. Егер 22 yxxy
x
u

−+=
∂
∂

 
болса, онда u  гармониялық 

функциясын табыңыздар. 

Жауабы: 
0

33
22

632
1),( ccyyxxyyxyxu ++−+−= . 

6. Бірлік дөңгелектің ішінде гармониялық болатын, функ-
цияны табу керек: 

1) ϕ2
1 cos=
=ru ; 

2) ϕϕ 66
1 cossin +=
=ru . 

Жауабы: 1) )2cos1(
2
1 2 ϕr+ ; 2) ϕ4cos

8
3

8
5 4r+ . Макси-

мум принципінің орындалуын тексеріңіздер. 
7. 2222 Rryx <=+  дөңгелекте xyxu =∆ ),( , 

Rr <≤0 ,   )(2),( 2 yxyxu Rr +=
=

 Дирихле есебін шығару 

керек. 
Жауабы: 222 2),( Ryyxyxu ++−= .  
Нұсқау. Поляр координаталардағы шекаралық функция: 

ϕϕϕϕ sin2)2cos1(sin2cos2)(2 2222 RRRRyx ++=+=+ . 
Онда шеттік шарт мына түрге келеді: 

ϕϕϕϕ sin22cos)sincos( 22

0
RRRkbkaR

k
kk

k ++=+∑
∞

=

. 
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Осы теңдіктің екі жағында да ϕkcos  және ϕksin  болған-
дағы коэффициенттерді салыстырып, мынаны аламыз: 

 
2

0 Ra = , 12 =a , 21 =b , 031 === aa , 020 === bb . 
 

Демек,  
=+−+=++= ϕϕϕϕϕ sin2)sin(cossin22cos),( 222222 rrRrrRyxu

yyxR 2222 +−+= . 
8. 2222 Rryx <=+  дөңгелекте 

0),( =∆ yxu , Rr <≤0 ,   xyxyxu Rr +=
=

),(  
 

Дирихле есебін шығару керек. 
Жауабы: xyx + . 
9. Бірлік дөңгелек үшін Дирихле есебін шығару керек, егер 

оның шекарасында келесі функциялар берілген болса, 
1) ϕϕ 3sin)( =f ;     2) ϕϕ 4cos)( =f . 

Жауабы: 1) )3sinsin3(
4

2 ϕϕ rr
− ; 2) ϕϕ 4

42

cos
8

2cos
28

3 rr
++ . 

Максимум принципінің орындалуын тексеріңіздер. 
10. 2222 Rryx <=+  дөңгелегінде 1),( =∆ yxu , 

Rr <≤0 ,   0),( =
=Rr

yxu  Пуассон теңдеуі үшін Дирихле есебін 

шешіңіздер. 

Жауабы: )(
4
1 22 Rru −= . 

Нұсқау. Теңдеудің дербес шешімін таңдап алып, беріл- 
ген есепті Лаплас теңдеуі үшін Дирихле есебіне келтіру керек. 

11.  2222 Rryx <=+  дөңгелегінде xu =∆ , Rr <≤0 ,  

0),( =
=Rr

yxu  Пуассон теңдеуі үшін Дирихле есебін шығарыңыз-

дар.  

Жауабы: )(
8
1),( 223 xRyxxyxu −+= . 
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Айнымалыларды ажырату әдісі (Фурье әдісі) 
 

1. Гиперболалық типті теңдеулер 
 
Соңы бекітілген ішектің тербелісі туралы есепті қарастыра-

мыз. Бұл есеп 
 

xxtt uau 2=                                       (7.1) 
 

теңдеудің, 
 

)()0,( xxu ϕ= ,   )()0,( xxut ψ= ,                     (7.2) 
 

0),0( =tu ,   0),( =tlu                             (7.3) 
 

бастапқы және шекаралық шарттарды қанағаттандыратын, ше-
шімін іздейтін есепке келтіріледі. 

(7.1) теңдеуінің тепе-тең нөлге тең емес, мына түрдегі 
 

)()(),( tTxXtxu =                           (7.4) 
 

дербес шешімін іздейміз. 
(7.1) теңдеуіне (7.4)-ті қойып және айнымалыларды ажырату 

арқылы төмендегіні аламыз: 
 

λ−=
′′

=
′′

)(
)(

)(
)(

2 tTa
tT

xX
xX ,                        (7.5) 

 
мұндағы λ  – кез келген тұрақты.  

(7.5)-тен біз қарапайым дифференциалдық теңдеулерге келе-
міз: 

 
0)()( 2 =+′′ tTatT λ ,         (7.6) 
0)()( =+′′ xXxX λ .                            (7.7) 
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(7.3) шекаралық шарттары келесіге келеді: 
 

0)()0(),0( == tTXtu , 0)()(),( == tTlXtlu . 
 

Демек, (7.4) түріндегі тривиалды емес шешімін алу үшін 
)(xX  функциясы  

 
0)0( =X ,      0)( =lX                (7.8) 

 
шарттарын қанағаттандыруы тиісті. 

(7.7), (7.8) Штурм – Лиувилль есебіне  меншікті мәні бар 
есепке келейік: (7.7), (7.8) есебінің тривиалды емес шешімі бар 
болатын, λ  параметрінің мәндерін, сонымен қатар осы шешім-
дерді табу керек. 

λ  параметрінің мұндай мәндері меншікті мәндер, ал оларға 
сәйкес келетін тривиалды емес шешімдер  (7.7), (7.8) есебінің 
меншікті функциялары деп аталады. 

1. 0<λ  болған жағдайда есептің тривиалды емес шешімде-
рі болмайды. (7.7) теңдеуінің жалпы шешімі 

 
xx BeAexX λλ −−− +=)(  

түрінде болады. 
Шекаралық шарттар мынаны береді: 
 

0)0( =+= BAX ,     0)( =+= −−− λλ ll BeAelX , 
 

яғни BA −=    және   ( ) 0=− −−− λλ ll eeA . 

Бірақ қарастырып жатқан жағдайда  λ−l   саны – нақты 

және оң, сол себептен  0≠− −−− λλ ll ee . Сол үшін 0=A , 
0=B , олай болса, 0)( ≡xX . 

2. 0=λ  болған жағдайда да есептің тривиалды емес ше-
шімдері болмайды. (7.7) теңдеуінің жалпы шешімі бұл жағдайда 
мына түрге ие болады: 
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BAxxX +=)( . 
 

Шекаралық шарттар: 
 

0)0( == BX ,     0)( == AllX , 
 

яғни   0=A , 0=B , демек,   0)( ≡xX . 
3.  0>λ  жағдайында (7.7) теңдеуінің жалпы шешімі мына 

түрде жазылуы мүмкін: 
 

xBxAxX λλ sincos)( += . 
 

Шекаралық шарттар: 
 

0)0( == AX ,     0sin)( == lBlX λ . 
 

Егер )(xX  нөлге тепе-тең болмаса, онда 0≠B , сондықтан 
 

0sin =lλ      немесе     πλ nl = ,   ,2,1=n . 
 

Демек, (7.7), (7.8) есебінің тривиалды емес шешімі 
2







=

l
n

n
πλ ,   ,2,1=n  

 
мағыналарында ғана мүмкін болады. 

Бұл меншікті мәндерге 
 

l
nxxX n
πsin)( =

 
 

меншікті функциялары сәйкес келеді. 
)(xX n  меншікті  шешімдері толық базис құрайды, олар 

өзара ортогональды: 
 



75 

nm

l

mn
ldxxXxX δ⋅=∫ 2

)()(
0

. 

 

nλλ =  жағдайындағы (7.6) теңдеуінің жалпы шешімі 
 

l
ntaB

l
ntaAtT nnn

ππ sincos)( += , 

 
мұндағы nn BA ,  – кез келген функциялар. 

(7.4)-ке )(xX n  және )(tTn  қойып, (7.3) шекаралық шартта-
рын қанағаттандыратын (7.1) теңдеуінің 

 

l
nx

l
ntaB

l
ntaAtTxXtxu nnnnn

πππ sinsincos)()(),( 





 +==  

 
дербес шешімдерін табамыз.  

(7.1) теңдеуінің сызықтық және біртектілігінің күшімен есеп-
тің жалпы шешімі қатар түрінде жазылуы мүмкін: 

 

∑∑
∞

=

∞

=






 +==

11
sinsincos),(),(

n
nn

n
n l

nx
l
ntaB

l
ntaAtxutxu πππ . (7.9) 

 
Егер бұл қатар бірқалыпты жинақты  және оны екі рет мүше- 

леп дифференциалдауға болса, онда қатардың қосындысы (7.1) 
теңдеуін және (7.3) шекаралық шарттарын қанағаттандырады. 

nn BA ,  тұрақтыларын, (7.9) қатарының қосындысы 

)()0,( xxu ϕ= , )()0,( xxut ψ=  бастапқы шарттарын да қана-
ғаттандыратындай етіп анықтаймыз. 0=t  болған жағдайда 
(7.9) шешімінің көрінісін пайдалана отырып, 

 

∑
∞

=
=

1
sin)(

n
n l

nxAx πϕ ,                         (7.10) 



76 

∑
∞

=
=

1
sin)(

n
n l

nxB
l
nax ππψ                          (7.11) 

 
теңдіктеріне келеміз. 

(7.10), (7.11) формулалары )(xϕ  және )(xψ  функциялары-
ның ),0( l  интервалында синус бойынша Фурье қатарына жік-
телуін береді. Бұл жіктелулердің коэффициенттері 

 

dx
l
nxx

l
A

l

n ∫=
0

sin)(2 πϕ ,   dx
l
nxx

na
B

l

n ∫=
0

sin)(2 πψ
π

   (7.12) 

 
формулалары бойынша есептелінеді. 

1-мысал. xxtt uau 2= , lx ≤≤0 , 0),(),0( == tlutu ,

0)0,( =xu ,   
l
xxut
π2sin)0,( =  есебін шығару керек. 

Шешуі. Айнымалыларды ажырату әдісін қолданып, яғни  
),( txu  функциясын (7.4) көбейтіндісі түрінде ұсынып, есептің 

жалпы шешімін (7.9) қатар түрінде аламыз: 
 

∑∑
∞

=

∞

=






 +==

11
sinsincos),(),(

n
nn

n
n l

nx
l
ntaB

l
ntaAtxutxu πππ . 

 

nn BA , тұрақтыларын анықтаймыз.  0=t  болғандағы жалпы 
шешімнен және 0)0,( =xu  бастапқы шартынан мынаны ала-
мыз: 

 

0sin)0,(
1

== ∑
∞

=n
n l

nxAxu π , 

 
демек,  тұрақтылар 0=nA , ,2,1=n  

Қатарды дифференциалдау арқылы келесі түрді аламыз: 
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∑
∞

=






 +−=

1
sincossin),(

n
nnt l

nx
l
nta

l
naB

l
nta

l
naAtxu πππππ .   (7.13) 

 

(7.13)-тен  0=t  болғанда және  
l
xxut
π2sin)0,( =  бастап-

қы шартынан 
 

l
x

l
nx

l
naBxu

n
nt

πππ 2sinsin)0,(
1
∑
∞

=
== , 

 
сонымен, ),0( l  интервалында синус бойынша Фурье қатарына 
берілген жіктеудің коэффицинеттері мынаған тең болады: 
 

2≠n    болғанда   0=nB ,     
πa

lB
22 = . 

 
Табылған nn BA ,  коэффициенттерінің мәндерін жалпы ше-

шімге қойып,  
 

l
x

l
ta

a
l

l
x

l
taBtxu ππ

π
ππ 2sin2sin

2
2sin2sin),( 2 ==  

 
дербес шешімін табамыз. 

2-мысал. xxtt uau 2= , lx ≤≤0  0),(),0( == tlutu x ,

l
xxu

2
5sin)0,( π

= ,   
l
xxut 2

sin)0,( π
=   есебін шығару керек. 

Бұл есепті 
l
xxut 2

cos)0,( π
=  шарты болғанда шыға-

рыңыздар. 
Шешуі. Есептің шешуі 1-мысалдағы есептің шешу жолы 

сияқты орындалады. Айырмашылығы 
 

0)()( =+′′ xXxX λ ,     0)()0( =′= lXX  
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шекаралық шарттарында өзгеретін )(xX  функциясына спек- 
тральды есепті шешуде ғана болады. 
 

xBxAxX λλ sincos)( +=  
 

жалпы шешімнен шекаралық шарттарды қолдану арқылы ала-
тынымыз: 

0)0( == AX ,     0cos)( ==′ lBlX λλ . 
 

Демек, λ -ға қатысты теңдеудің түрі:  
 

0cos =lλλ , 
 

оның шешімі мынаған тең: 
 

2

2
12







 −

= πλ
l

n
n

,   ,2,1=n . 

 
Сәйкес келетін меншікті функциялардың түрі: 
 

l
xnxX n 2

)12(sin)( π−
= . 

 
0=λ  санына X  нөлдік шешімі сәйкес келгендіктен, 0=λ  

саны меншікті мән болмайды. 

nλλ =  жағдайында  

t
l

anBt
l

anAtT nnn 2
)12(sin

2
)12(cos)( ππ −

+
−

= . 

 
Есептің жалпы шешімі мынадай қатар түрінде жазылуы 

мүмкін: 

∑
∞

=

−






 −

+
−

=
1 2

)12(sin
2

)12(sin
2

)12(cos),(
n

nn l
xnt

l
anBt

l
anAtxu πππ .  (7.14) 
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(7.14) жалпы шешімінен 
l
xxu

2
5sin)0,( π

= , 
l
xxut 2

sin)0,( π
=  

бастапқы шарттарын қолдана отырып, мынаған ие боламыз: 
 

∑
∞

=
=

−
1 2

5sin
2

)12(sin
n

n l
x

l
xnA ππ ,      

l
x

l
xn

l
anB

n
n 2

sin
2

)12(sin
2

)12(
1

πππ
=

−−
⋅∑

∞

=

. 

 
Берілген Фурье қатарына функциялардың жіктелулерінен, 

13 =A , 
πa
lB 2

1 = коэффициенттерінен басқа nA , nB  коэффи-

циенттерінің барлығы нөлге тең болатындығын аламыз. Демек, 
 

l
x

l
ta

a
l

l
x

l
tatxu

2
sin

2
sin2

2
5sin

2
5cos),( ππ

π
ππ

+= . 

 

l
xxut 2

cos)0,( π
=  болғанда есептің шешімі болмайды. Бұл 

бастапқы шарт 0),0( =tu  шекаралық шартымен келісті емес 
болғандықтан, осыдан барып уақыттың кез келген моментінде 

0),0( =tut
 болуы тиіс. 

3-мысал. xxtt uu = , lx ≤≤0 , 0),(),0( == tlutu xx

xxu =)0,( ,   1)0,( =xut , есебін шығарыңыздар. 
Шешуі. 0)()( =+′′ xXxX λ , 0)()0( =′=′ lXX  спектрлік 

есебінің 

x
l

nxX n
πcos)( = ,   

2







=

l
n

n
πλ ,   ,1,0=n  

 
тривиалды емес шешімі болады. 

Бұл жағдайда 10 =X  меншікті функциясы сәйкес келетін 
0=λ  саны меншікті мән болып табылады. 0)( =′′ tT -ден 
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tBAT 00 +=  шығатындықтан, бұл меншікті шешімнің уақыт-
тан тәуелділігінің тербеліссіз сипаты болады. Есептің жалпы 
шешімінің түрі мынадай: 

 

l
xnt

l
nt

l
nAtBAtxu

n
nn

πππ cossinBcos),(
1

00 ∑
∞

=






 +++= . 

 
Бастапқы шарттарды қолданып, nn BA ,  бастапқы шарттар-

дағы функцияларының Фурье қатарына жіктелудің коэффи-
циенттері болып табылатындығын көреміз: 

 

x
l
xnAA

n
n =+ ∑

∞

=

πcos
1

0
,     1cosB

1
0 =⋅+ ∑

∞

= l
xn

l
nB

n
n

ππ . 

 

nn BA , -ді есептеп, мыналарды аламыз: 

2
1

0
0

ldxx
l

A
l

== ∫ , 11
0

0 == ∫
l
dx

l
B , 0cos2

0
== ∫ dx

l
nx

n
B

l

n
π

π
,    

,2,1=n , 

( )[ ]







−=
−

−

==
=−−== ∫ .12,

)12(
4

,,2,1,2,0
112cos2

22
22

0 kn
k
l

kkn

n
ldx

l
nxx

l
A n

l

n

π
π

π


 
Сонымен, есептің дербес шешімін келесі түрде табамыз: 
 

( )
( ) ( )

l
xk

l
tk

k
llttxu

k

ππ
π

12cos12cos
12

14
2

),(
1

22
−−

−
−+= ∑

∞

=

. 

 
Тұрақты жылдамдықпен ығысатын ішек орта жағдайға қа-

тысты теңселеді. Бастапқы шарты 01)0,()0,0( ≠== luu xx  
шекаралық шартын қанағаттандырмайтындығын көреміз. Бірақ 
қатар шешімге жинақты болады, x  бойынша туындыны есептеу 
үшін оны мүшелеп, дифференциалдауға болмайды. Мүшелеп 
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дифференциалдағанда пайда болатын қатар 0== xt  болғанда 
жинақсыз. 

 
Бiртектi емес теңдеулер 

 
),(2 txfuau xxtt += ,   lx <<0              (7.15) 

 
тербелістің біртекті емес теңдеуін 

 
)()0,( xxu ϕ= ,   )()0,( xxut ψ= ,   lx ≤≤0      (7.2) 

 
бастапқы және 

 
0),0( =tu ,   0),( =tlu ,   0>t            (7.3) 

 
біртекті шекаралық шарттарымен қарастырайық. 

(7.15), (7.2), (7.3)  есебінің шешімін 
 

),(),(),( txwtxvtxu +=  
 

қосындысы түрінде іздейміз, мұндағы ),( txv  – (7.3) шекаралық 
шарттарын және 
 

0)0,( =xv ,   0)0,( =xvt  
 

нөлдік бастапқы шарттарын қанағаттандыратын (7.15) біртекті 
емес теңдеуінің шешімі, ал ),( txw  – (7.3) шекаралық шарт және 
(7.2) бастапқы шарттарын қанағаттандыратын (7.1) біртекті тең-
деуінің шешімі. 

v  шешімі ішектің еріксіз тербелісін көрсетеді (бұл тербеліс-
тер бастапқы қобалжулар болмағанда сыртқы қобалжыған күш-
тің әсерімен болады), ал w  шешімі ішектің еркін тербелістерін 
көрсетеді (олар бастапқы қобалжулармен шартталған). 

Біртекті емес теңдеудің шешімін біртекті теңдеудің шеші-
мін іздеу сияқты қатарға жіктелу түрінде іздеуге болады. (7.7), 
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(7.8) есебінің меншікті функциялары бойынша v  функция- 
сын 

 

l
xntTtxv

n
n

πsin)(),(
1
∑
∞

=
=                        (7.16) 

 
қатарына жіктелуі түрінде іздейміз. 

(7.16)-ны  (7.15)-ке қою арқылы мынаны аламыз: 
 

),(sin)()(
1

2

txf
l
xntT

l
natT

n
nn =


















+′′∑

∞

=

ππ .   (7.17) 

 

),( txf  функциясын ),0( l  интервалында 
 

l
xntftxf

n
n

πsin)(),(
1
∑
∞

=
=                         (7.18) 

 
синус бойынша Фурье қатарына жіктеп  және  (7.17) , (7.18) са-
лыстырып 

)()()(
2

tftT
l
natT nnn =





+′′ π ,                         (7.19) 

 
дифференциалдық теңдеуін аламыз, мұндағы 

 

ξξπξ d
l
ntf

l
tf

l

n ∫=
0

sin),(2)(   ( ,2,1=n ). 

0)0( =nT ,   0)0( =′nT   ( ,2,1=n ),            (7.20) 
 

нөлдік бастапқы шарттарда  (7.19) теңдеуін шешіп, )(tTn -ны 
табамыз, ал одан кейін (7.16) формуласының көмегімен v -ны 
анықтаймыз. (7.20) шарттары бойынша  (7.19)  теңдеуінің )(tTn  
шешімдерін мына түрде көрсетуге болады: 
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( )∫ ∫ 



 −=

t l

n dd
l
nt

l
natf

na
tT

0 0
sinsin),(2)( τξξπτπξ

π
.    (7.21) 

 
(7.15), (7.2), (7.3) есебінің шешімі келесі түрде болады: 
 

l
xn

l
ntab

l
ntaa

l
xntTtxu

n
nn

n
n

ππππ sinsincossin)(),(
11
∑∑
∞

=

∞

=






 ++= , 

 
мұндағы )(tTn  функциялары  (7.21) формуласы арқылы, ал na  
және 

nb   коэффициенттері 
 

dx
l
nxx

l
a

l

n ∫=
0

sin)(2 πϕ ,     dx
l
nxx

na
b

l

n ∫=
0

sin)(2 πψ
π

 

 
формулалары арқылы анықталады. 

4-мысал. shxbuu xxtt += , lx ≤≤0 , 

0)0,()0,(),(),0( ==== xuxutlutu t , 
 

біртекті емес теңдеу үшін шекаралық есепті шығару керек. 
Шешуі.  

l
xntAtxu

n
n

π
∑
∞

=
=

1
sin)(),(                          (7.22) 

 
түріндегі ),( txu  функциясы шекаралық шарттарды қанағаттан-
дырады. 

)(tAn -ді анықтау үшін shxb -ті қатарға (7.18) формуласы 

бойынша жіктейміз: 
l
xntftxf

n
n

πsin)(),(
1
∑
∞

=
= , мұндағы  

ξξπξ d
l
ntf

l
tf

l

n ∫=
0

sin),(2)(  ( ,2,1=n ), сонда мынаны 

аламыз: 
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l
xn

ln
lshnbshxb

n

n π
π

π
∑
∞

= +
⋅−

−=
1

22 sin
)(

)1(2 .              (7.23) 

 

(7.22), (7.23) өрнектерін теңдеуге қойып және 
l
xnπsin  

функциясының ортогональдығын ескере отырып, қарапайым 
дифференциалдық теңдеулер жүйесін:  

 

22

2

2

2

)(
)1(

2
ln

lshn
bA

l
n

dt
Ad n

n
n

+
⋅−

−=





+

π
ππ ,   ,2,1=n   (7.24) 

 
және ),( txu  функциясына қойылған бастапқы шарттардан 
шығатын бастапқы шарттарын 

 

0)()0(
0
==

=t

n
n dt

tdAA ,    ,2,1=n              (7.25) 

 
аламыз. 

(7.24) теңдеуінің жалпы шешімінің түрі: 
 

[ ] l
tnD

l
tnC

lnn
lshbltA nn

n

n
ππ

ππ
cossin

)(
)1(2)( 22

2 ++
+

⋅−
−= . 

 
 

(7.25) шарттарын қолданып, 
 

[ ]22
2

)(
)1(2

lnn
lshblD

n

n +
⋅−

=
ππ

,   0=nC  

 
коэффициенттерін табамыз. (7.22)-ге  )(tAn -ді қойып, келесіні 
аламыз: 
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( ) l
nx

l
tn

lnn
lshbltxu

n

n ππ
ππ

sin1cos)1(2),(
1

222
2 






 −

+
−

= ∑
∞

=

.   (7.26) 

 
Есепті шешудің басқа тәсілі оны екі есепке бөлуден тұра-

ды. 
)(),(),( xwtxvtxu +=  болсын. Онда )(xw  функциясына 

үшін  
 

shxbwxx −= ,    0)()0( == lww                (7.27) 
 

стационарлық шекаралық есепті, ал ),( txv  функциясына 
 

xxtt vv = , 
 

0),(),0( == tlvtv , 
 

)()0,( xwxv −= ,    0)0,( =xvt           (7.28) 
 

біртекті теңдеуі үшін шекаралық есепті аламыз. 
Алдымен, (7.27) стационарлық шекаралық есепті шешеміз.  

shxbwxx −=  есебінің жалпы шешімі 21)( CxCshxbxw ++−=  
түрінде болады. 0)()0( == lww  шекаралық шарттарын қолда-

нып, 
l
shlbC =1

, 02 =C  коэффициенттерін табамыз, сонымен, 







 −= shxlsh

l
xbxw )( . 

Одан кейін (7.28) есебінің шешімін Фурье әдісімен табамыз: 
 

l
xn

l
tn

l
tnAtxv

n
nn

πππ sinsinBcos),(
1
∑
∞

=






 += , 

 
мұндағы  
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=





 −−=−= ∫∫ dx

l
xnshxlsh

l
x

l
bdx

l
xnxw

l
A

ll

n
ππ sin2sin)(2

00

= ( )222

2 )1(2
lnn

lshbl n

+
−⋅

ππ
, 

0=nB . 
 
Онда 
 

( ) l
nx

l
nt

lnn
lshblshxlsh

l
xbtxu

n

n ππ
ππ

sincos)1(2),(
1

222
2 ∑

∞

= +
−

+





 −= . (7.29) 

 
Физикалық тұрғыдан қарағанда бұл шешім мынаны білдіре-

ді: shxb  сыртқы күшінің әсерімен )(xw  ішектің стационарлық 
майысуын береді; ),( txv  стационарлық майысуға қатысты тер-
белісті бейнелейді. Ішектің стационарлық майысуы (7.29)-да ай-
қын түрде алынғанын, ал (7.26)-да қатарға жіктелу түрін бай-
қаймыз. 

 
Тербеліс теңдеуі үшін жалпы бірінші шеттік есептер 

 
),(2 txfuau xxtt += ,   lx <<0 ,   0>t            (7.15) 

теңдеуінің 
 

)()0,( xxu ϕ= ,  )()0,( xxut ψ= ,   lx ≤≤0     (7.2) 
 

бастапқы және 
 

)(),0( 1 ttu µ= ,   )(),( 2 ttlu µ= ,   0≥t         (7.30) 
 

шекаралық шарттарымен берілген шешімін табу керек. 
(7.15), (7.2), (7.30) есебінің шешімін мына түрде іздейміз: 
 

),(),(),( txwtxvtxu += , 
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мұндағы ( ))()()( 121 tt
l
xtw µµµ −+=  – (7.30)-да берілген 

шекаралық шарттарды қанағаттандыратын функция. 
Онда ),( txv  функциясы 0),(),0( == tlvtv  нөлдік шека-

ралық шарттарын, ),(1
2 txfvav xxtt +=  теңдеуін, мұндағы 

)(),(),( 2
1 xxtt wawtxftxf −−=  және келесі бастапқы шарт-

тарды 

00 )(
==

−= tt wxv ϕ ,         
00 )(

==
−= tttt wxv ψ    (7.31) 

 
қанағаттандырады. v  функциясы үшін (7.15), (7.2), (7.3) типтегі 
есебін алдық. 

5-мысал. 
  tuu xxtt 2+= ,   10 << x ,   0>t         (7.32) 

 
біртекті емес гиперболалық типті теңдеуі үшін 

 
0)0,( =xu ,   xxut =)0,(                        (7.33) 

 
бастапқы шарттарында және 
 

0),0( =tu ,   ttux =),1(                     (7.34) 
 

шекаралық шарттарында аралас есепті шешіңіздер. 
Шешуі. (7.34) шекаралық шарттарын қанағаттандыратындай 

w  функциясын таңдап аламыз. xtw =  (жалпы жағдайда 
),( txw  функциясын )()()()(),( 222111 txtxtxw µβαµβα +++=  

түрінде іздеу керек; одан соң ),( txw  функциясы шеттік шарт-
тарды қанағаттандыратындай етіп, 

2211 ,,, βαβα  коэффициентте-
рін анықтау керек). Онда xxtt ww = , 0)0,( =xw , xxwt =)0,( . 

Осыдан барып 
 

xttxutxv −= ),(),(                     (7.35) 
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функциясы  
 

tvv xxtt 2+=                                 (7.36) 
 

теңдеуін, 
 

0),0( =tv ,   0),1( =tvx             (7.37) 
 

біртекті шекаралық шарттарды және 
 

0)0,( =xv ,   0)0,( =xvt                 (7.38) 
 

нөлдік бастапқы шарттарды қанағаттандырады. 
(7.37), (7.38) шарттарында xxtt vv =  біртекті теңдеуінің ше-

шімі үшін айнымалыларды ажырату әдісін қолданып, 
)()(),( tTxXtxv =  деп аламыз. Келесі Штурм – Лиувилль 

есебіне келеміз: 
 

0)()( 2 =+′′ xXxX λ ,   0)0( =X ,   0)1( =′X . 
 

Бұл есепті шешу арқылы оның nn ππλ +=
2

,  ,2,1,0=n  

меншікті мәндерін және оларға сәйкес 
 

xnxX n 





 += ππ

2
sin)(                  (7.39) 

 
меншікті функцияларын табамыз. 

(7.36) – (7.38) есебінің шешімін 
 

xntTtxv
n

n∑
∞

=






 +=

0 2
sin)(),( ππ        (7.40) 

 



89 

қатары түрінде іздейміз, мұндағы  
 

0)0( =nT ,      0)0( =′nT .                     (7.41) 
 

(7.40)-ғы ),( txv функциясын  (7.36) теңдеуіне қойып, 
 

txntTntT
n

nn 2
2

sin)(
2

)(
0

2

=





 +


















 ++′′∑

∞

=
ππππ        (7.42) 

 
аламыз. 

)(tTn  функциясын табу үшін 1 функциясын Фурье қатарына 

)1,0(  интервалында (7.39) функциясының жүйесі бойынша жік-
тейміз: 

 

xna
n

n 





 += ∑

∞

=
ππ

2
sin1

0

.                    (7.43) 

 

2
1

2
sin

1

0

2 =





 +∫ dxxnππ    болғандықтан,  

( )n
dxxnan 21

4
2

sin2
1

0 +
=






 += ∫ π

ππ  

 
және (7.42), (7.43) формулаларынан 

 

( )n
ttTntT nn 21

8)(
2

)(
2

+
=






 ++′′

π
ππ ,          (7.44) 

 
аламыз. 

(7.44) теңдеуінің жалпы шешімі мынадай түрде болады: 
 

( )
tnBtnA

n
ttTn 






 ++






 ++

+
= ππππ
π 2

cos
2

sin
21

32)( 33
. 
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(7.41) шартын қолданып, 0=B ,  
( )44 21

64
n

A
+

−=
π

 аламыз. 

 

( ) ( )
tn

nn
ttTn 






 +

+
−

+
= ππ

ππ 2
sin

21
64

21
32)( 4433

 
 

функциясын (7.40) формуласына қойып және (7.35)-ті қолда-
нып, ізделініп отырған (7.32) – (7.34) есебінің шешімін табамыз: 

 

( )
xntntn

n
xttxu

n
∑
∞

=






 +











 +−






 +

+
+=

0
44 2

sin
2

sin
221

164),( ππππππ
π

. 

 
2. Параболалық типті теңдеулер 
 

lx <<0  біртекті жіңішке стержендегі жылудың таралуы 
туралы есепті қарастырайық, оның бүйір бет жағы жылудан 
қорғалған, ал 0=x  және lx =  соңдары нөлдік температурада 
қосталады. Бұл есеп 

xxt uau 2=                             (7.46) 
 

жылуөткізгіштік теңдеуінің 
 

)()0,( xxu ϕ=         (7.47) 
 

бастапқы шартында және 
 

0),0( =tu ,   0),( =tlu                           (7.48) 
 

шекаралық шарттарындағы шешімі ізделінетін есепке келтіріледі. 
Айнымалыларды ажырату әдісін қолданып, нөлге тепе-тең 

емес, (7.46) теңдеуінің дербес шешімдерін 
 

)()(),( tTxXtxu =                            (7.49) 
түрінде іздейміз. 
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(7.49)-ғы u функциясын  (7.46) теңдеуге қойып және айны-
малыларды ажыратып, мынаны аламыз: 

 

λ−=
′

=
′′

)(
)(

)(
)(

2 tTa
tT

xX
xX ,             (7.50) 

 
мұндағы λ  – кез келген тұрақты.  

(7.50)-ден екі теңдеуді аламыз: 
 

0)()( 2 =+′ tTatT λ ,              (7.51) 
 

0)()( =+′′ xXxX λ .        (7.52) 
 

(7.49) түріндегі (7.47) шекаралық шартын 
 

0)()0(),0( == tTXtu ,  0)()(),( == tTlXtlu  
 

қанағаттандыратын, (7.46)  теңдеуінің тривиалды емес шешімін 
табу үшін 
 

0)0( =X ,      0)( =lX                    (7.53) 
 

шарттарын қанағаттандыратын (7.52) теңдеуінің тривиалды 
емес шешімдерін табу қажет. 

Қарастырылған (7.52), (7.53)-ші Штурм – Лиувилль есебіне 
келеміз (1 п. қ.). 

 
2







=

l
n

n
πλ ,   ,2,1=n  

 
тең болатын λ  мәндері үшін және осы мәндер үшін ғана (7.52), 
(7.53) есебінің )(xX n  тривиалды емес шешімі бар болады, бұл 
меншікті мәндерге 



92 

l
nxxX n
πsin)( =  

 
меншікті функциялары сәйкес келеді. 

nλλ =  мәндеріне (7.51) теңдеуінің келесі шешімдері сәй-
кес келеді: 

t
l
na

nn eAtT

2

)(






−

=
π

, 
 

мұндағы nA  – кез келген тұрақты. 

)(xX n  және )(tTn  функцияларын (7.49) формуласына қойып, 
(7.48) шекаралық шарттарын қанағаттандыратын, (7.46) теңдеуі-
нің 

l
nxeAtTxXtxu

t
l
na

nnnn
π

π

sin)()(),(

2







−

==  

 
дербес шешімдерін табамыз. 

(7.47) шартын қанағаттандыратын  (7.46) теңдеуінің жалпы 
шешімін  

 

∑∑
∞

=







−∞

=
==

11
sin),(),(

2

n

t
l
na

n
n

n l
nxeAtxutxu π

π

     (7.54) 

 
қатары түрінде іздейміз. 

(7.54)-тен  және (7.47)-нің бастапқы шартынан 
 

∑
∞

=
=

1
sin)(

n
n l

nxAx πϕ                        (7.55) 

 

функциясын табамыз, мұндағы dx
l
nxx

l
A

l

n ∫=
0

sin)(2 πϕ . 
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Соңдары берілген t -дан тәуелді температурада қолдайтын 
стержендегі жылудың таралуы туралы есепте шекаралық шарт-
тары келесі түрдегідей болады: 

 
)(),0( 1 ttu µ= ,   )(),( 2 ttlu µ= .    (7.56)  

 
Бұл жағдайда  (7.46), (7.47), (7.56)  есебінің шешімін 
 

),(),(),( txwtxvtxu +=  
 

түрінде іздеуге болады, мұндағы w  функциясы 

( ))()()( 121 tt
l
xtw µµµ −+=  формуласы арқылы анықталады. 

6-мысал.                                  
 xxt uau 2= ,                    (7.46) 

 
)()0,( xxu ϕ= ,                (7.47) 

 
0]),0([),0( 11 =−− utuhtux , 

 
0]),([),( 22 =−+ utluhtlux                   (7.57) 

 
есебін шығару керек, мұндағы 01 >h , 02 >h . 

Шешуі. (7.46), (7.47), (7.57) есебінің шешімін 
 

),()(),( txwxvtxu +=  
 

түрінде іздейміз, мұндағы )(xv  функциясы 
 

0])0([)0( 11 =−−′ uvhv , 0])([)( 22 =−+′ ulvhlv .  (7.58) 
 

(7.57) шекаралық шарттарын қанағаттандыратын,  0)( =′′ xv  
(7.46)  теңдеуінің шешімі. 
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0)( =′′ xv  теңдеуінің 
 

21)( CxCxv +=                (7.59) 
 

жалпы шешімі болады. 
(7.58) шарттарынан 1C  және 2C  анықтап, мыналарды табамыз: 
 

lhhhh
uuhhC

2121

1221
1

)(
++
−

= ,   
1

1
12 h

CuC += .           (7.60) 

 
),( txw  функциясы (7.46) теңдеуін, 

 
)(~)()()()0,()0,( xxvxxvxuxw ϕϕ ≡−=−=      (7.61) 

 
бастапқы шартын  және келесі біртекті шекаралық шарттарды: 

 
0),0(),0( 1 =⋅− twhtwx , 0),(),( 2 =⋅+ tlwhtlwx  (7.62) 

 
қанағаттандырады, мұндағы )(xv  функциясы (7.59), (7.60) фор-
мулаларынан анықталады. 

(7.46), (7.61), (7.62) есебін айнымалыларды ажырату әдісімен 
шығарып, 

0)()( 22 =+′ tTatT λ ,                   (7.63) 
 

0)()( 2 =+′′ xXxX λ            (7.64) 
 

теңдеулерін және 
 

0)0()0( 1 =−′ XhX ,      0)()( 2 =+′ lXhlX       (7.65) 
 

шекаралық шарттарын аламыз.  
(7.64), (7.65)  Штурм – Лиувилль есебіне келеміз. (7.64) тең-

деуінің жалпы шешімінің түрі: 
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xBxAxX λλ sincos)( += . 
 

Шекаралық шарттар мыналарды береді:  
 

0)0()0( 11 =−=−′ AhBXhX λ , 
0cos)(sin)()()( 222 =++−=+′ lAhBlABhlXhlX λλλλ , 

 
осыдан 

2
2 






=

l
n

n
µ

λ ,   ,2,1=n                 (7.66) 

табамыз, мұндағы   nµ :     
)( 21

2
21

2

hhl
lhhctg

+
−

=
µ
µ

µ    теңдеуінің оң 

түбірлері. 
nλ  (7.66)  меншікті мәндеріне  

 

x
l

hx
ll

xX nnn
n

µµµ
sincos)( 1+=  

 
меншікті функциялары сәйкес келеді. 

nλ  (7.66) меншікті мәндеріне (7.63) теңдеуінің келесі ше-
шімдері сәйкес келеді: 

ta
nn

neAtT
22

)( λ−= , 
 

мұндағы nA  – кез келген тұрақты. 
Сонымен, (7.62) шекаралық шартын қанағаттандыратын 

(7.46) теңдеуінің 
 







 +==







−

− x
l

hx
ll

eAxXeAtxw nnn
t

l
a

nn
ta

nn

n

n
µµµ

µ
λ sincos)(),( 1

2

22 , 

 
дербес шешімдерін табамыз. 
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Онда 

∑∑
∞

=







−∞

=






 +==

1
1

1
sincos),(),(

2

n

nnn
t

l
a

n
n

n x
l

hx
ll

eAtxwtxw
n µµµ

µ
. 

 

nA  коэффициенттерін (7.61) бастапқы шартынан 
 

∑
∞

=






 +=

1
1 sincos)(~

n

nnn
n x

l
hx

ll
Ax

µµµ
ϕ , 

 
],0[ l -да )(xX n  функциясының ортогональдығын қолда-

нып, табамыз: 
 

dxx
l

hx
ll

xA
l

nnn

n
n ∫ 






 +

Φ
=

0
12 sincos)(~1 µµµ

ϕ , 

 
мұндағы    

dxx
l

hx
ll

l
nnn

n

2

0
1

2 sincos∫ 





 +=Φ

µµµ . 

7-мысал. uuau xxt β−= 2 , lx ≤≤0 , 0),(),0( == tlutu x ,   

)(
2
1

323 µµλ −= шеттік есебін шығару керек. 

Шешуі. Есепті меншікті функциялары бойынша қатарға жік-
теу арқылы шығаруға болады. Есепті шешудің басқа тәсілі 

veu tβ−=  ауыстыруын жасаудан тұрады. Сонда v  функ-
циясы үшін xxt vav 2=  біртекті теңдеуін және u  функциясы-
ның шекаралық және бастапқы шарттары сияқты шарттарын 

 

0),(),0( == tlvtv x ,   
l
xxv

2
sin)0,( π

=
 

 
аламыз.  
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v  функциясы үшін Фурье әдісімен есепті шешіп аламыз 
 

l
xetxv

ta
l

2
sin),(

2
2

2 π
π






−

= . 

 
veu tβ−=  ауыстыруын ескере отырып, мынаған ие боламыз: 

 

l
xetxu

ta
l

t

2
sin),(

2
2

2 π
π

β 





−−

= . 

8-мысал. 
l
xuuau xxt
πβ sin2 +−= , lx ≤≤0  

0),(),0( == tlutu ,   0)0,( =xu  шеттік есебін шығару 
керек. 

Шешуі. Есепті меншікті функциялары бойынша қатарға жік-
теу арқылы шығаруға болады. Есепті шешудің басқа тәсілі ше-
шімді 

)(),(),( xwtxvtxu +=  
 

түрінде іздеу болып табылады, мұндағы )(xw  –  
 

0sin2 =+−
l
xwwa xx
πβ ,     0)()0( == lww , 

 
есебінің шешімі. 

)(xw  стержень бойымен температураның стационарлық та-
ралуын береді. Шекаралық шарттарды қанағаттандыратын бір-
текті емес сызықтық теңдеудің дербес шешімі 

 

l
x

l
aw πβπ sin

12 −











+






=  

түрінде болады. 
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wv +  -ті алғашқы теңдеуге және шарттарға қойып, ),( txv  

функциясы үшін vvav xxt β−= 2 , 0),(),0( == tlvtv ,     

)()0,( xwxv −= есебін аламыз, оны 7-інші мысалдағы есепті 
шешу тәсілімен шығарып, келесіні аламыз 

 

l
xe

l
au

t
l
a

πβπ
π

β

sin1

212
















−










+






=

















+−

−

. 

 
3. Эллипстік типті теңдеулер. Лаплас  және  
Пуассон теңдеулері үшін айнымалыларды ажырату әдісі 
 
Шеттік есептерді қарапайым аймақтар жағдайында (дөңге-

лек, дөңгелек сақина, тіктөртбұрыш және т.б.)  айнымалыларды 
ажырату әдісімен алуға болады. 

Тіктөртбұрыштағы Дирихленің шеттік есебі 
],0[],0[ ba ×=Π  тіктөртбұрышында Лаплас теңдеуі үшін 

шеттік есепті қарастырамыз: 
 

0),( =+≡∆ yyxx uuyxu ,   ax <<0 ,   by <<0 ,  (7.67) 

 
)(),0( yyu ϕ= ,   )(),( yyau ψ= ,                (7.68) 

 
)()0,( xfxu = ,   )(),( xgbxu = .               (7.69) 

 
Шешімді  
 

),(),(),( 21 yxuyxuyxu +=         (7.70) 
 

түрінде іздейміз, мұндағы ),(1 yxu  – 
 

0),(1 =∆ yxu ,   ax <<0 ,   by <<0 , 
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0),0(1 =yu ,   0),(1 =yau ,            (7.71) 
)()0,(1 xfxu = ,   )(),(1 xgbxu =  

 
есебінің шешімі, ал  ),(2 yxu  – 

 
0),(2 =∆ yxu ,   ax <<0 ,   by <<0 , 

)(),0(2 yyu ϕ= ,   )(),(2 yyau ψ= ,         (7.72) 

0)0,(2 =xu , 0),(2 =bxu , 
 

есебінің шешімі. 
(7.71) есебінің шешімін 
 

∑
∞

=
=

1
1 sin)(),(

n
n a

nxyYyxu π              (7.73) 

 
түрінде іздейміз. 

Онда 0=x  және ax =  болғандағы шеттік  шарттар (7.71) 
есебінде орындалады. 

(7.73) функциясын 0),(1 =∆ yxu  теңдеуіне қоямыз. )(yYn  
үшін 

0)()(
2

=′′+





− yYyY

a
n

nn
π ,   by <<0         (7.74) 

 
теңдеуін аламыз. 

(7.73) алмастыруын 0=y  және by =  болғандағы (7.71) 
есебінің шеттік шартына қойғанда, алатынымыз: 

 

dx
a
nxxf

a
fY

a

nn ∫≡=
0

sin)(2)0( π , 

dx
a
nxxg

a
gbY

a

nn ∫≡=
0

sin)(2)( π .               (7.75) 
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(7.74) теңдеуінің жалпы шешімі 
 

y
a
n

n

y
a
n

nn eBeAyY
ππ

−
+=)(            (7.76) 

 
түрінде болады. 

nA  және nB  коэффициенттері (7.75) шеттік шарттарынан 
табылады:  

 

nnn fBA =+ ,   n

b
a
n

n

b
a
n

n geBeA =+
−
ππ

.          (7.77) 
 

Бұл жүйені шешіп, мынаны табамыз: 
 











⋅−=










⋅−

−

=
−−

−

b
a
n

nn

b
a
n

nn
b

a
nb

a
nn efg

b
a
nsh

efg
ee

A
ππ

ππ π2

11
, 

 











−⋅=










−⋅

−

=
−

n

b
a
n

nn

b
a
n

n
b

a
nb

a
nn gef

b
a
nsh

gef
ee

B
ππ

ππ π2

11 . 
  (7.78) 

 
(7.71) есебінің шешімі (7.73), (7.76), (7.78) формулалары ар-

қылы беріледі. 
Егер x  және y  орындарын айырбастасақ,  (7.72) есебі  түрі 

бойынша (7.71) есебінен айырмашылығы жоқ. Сондықтан  
),(2 yxu  функциясын 

 

∑
∞

=
=

1
2 sin)(),(

n
n b

nyxXyxu π                   (7.79) 

 
түрінде іздеу қажет. 
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Онда 
 

x
a
n

n

x
b
n

nn eDeCxX
ππ

−
+=)( .                (7.80) 

 
Мұндағы 











⋅−=

− a
b
n

nnn e
a

b
nsh

C
π

ϕψ
π2

1
,
     











−⋅= n

a
b
n

nn e
a

b
nsh

D ψϕ
π

π

2

1
. 

 
Егер f , g  – ],0[ a -да екі рет үзіліссіз дифференциалдана-

тын функциялар,  ал ϕ , ψ  – ],0[ b -да екі рет үзіліссіз диффе-
ренциалданатын функциялар болса, онда ),(1 yxu  және 

),(2 yxu , сонымен бірге ),( yxu  – сәйкес шеттік шарттарға қа-
нағаттандыратын Π -дағы үзіліссіз функциялар. 

9-мысал. 0=+ yyxx uu , lx <<0 , ∞<< y0 ,

0),(),0( == yluyu , 
2

)()0,(
l

xxlAxu −
= ,   0),( =∞xu  

шеттік есебін шығару керек. 
Шешуі. Есептің шешімін )()(),( yYxXyxu =  түрінде із-

дейміз және айнымалыларды ажырату арқылы 
 

λ−=
′′

−=
′′

Y
Y

X
X

 
аламыз. 

x  координатасы бойынша спектрлік есептің түрі: 
 

0)()( =+ xXxX λ ,  0)0( =X ,   0)( =lX . 
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Бұл есептің меншікті мәні 
2







=

l
n

n
πλ ,   ,2,1=n . Осы 

меншікті мәндерге 
l
nxxX n
πsin)( =  меншікті функциялары 

сәйкес келеді. 
y -тен тәуелділік  

 
0)()( =−′′ yYyY λ  

 
теңдеуінен алынады, ал оның шешімі  

 

l
yn

n
l

yn

nn eBeAyY
ππ

+=
−

)(  
 

түрінде беріледі. 
Есептің шешімін 
 

∑
∞

=

−











+=

1
sin),(

n

l
yn

n
l

yn

n l
nxeBeAyxu πππ

 

 
қатары түрінде жазамыз, ∞→y  шекаралық шартынан бар-

лық n  үшін 0=nB  аламыз, 0=y  болғандағы шекаралық 

шартынан nA  есептейміз: 
 

2
1

)(sin
l

xxlA
l
nxA

n
n

−
=∑

∞

=

π , 

( )
]1)1[(4sin)(2

0
3

2
3 −−−=−= ∫ n

l

n n
Adx

l
nxxlx

l
AA

π
π  

немесе  
33 )12(

8
+

=
k
AAk π

,   12 += kn ,   ,1,0=k , 



103 

және ақырында мынаны аламыз: 
 

( )
x

l
ky

l
k

k
Atxu

k

ππ
π

)12(sin)12(exp
12

18),(
0

33
+







 +
−

+
= ∑

∞

=

. 

 
Дөңгелек үшін Дирихле есебінің шешімі:  

222 Ryx <+  дөңгелегінің ішінде 
 

0=∆u .                      (7.81) 
 

Лаплас теңдеуін қанағаттандыратын және дөңгелектің шека-
расында 

)(ϕρ fu R =
=

,   πϕ 20 ≤≤       (7.82) 

 
берілген мәндерді қабылдайтын ),( ϕρu  функциясын табу керек. 

(7.67) теңдеуі ),( ϕρ  поляр координаталарында  
 

011
2

2

2 =
∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

ϕρρ
ρ

ρρ
uu  немесе 

011
2

2

22

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ϕρρρρ
uuu ,   R<< ρ0 ,   πϕ 20 <≤    (7.83) 

 
түрінде болады. 

(7.83) теңдеуінің дербес шешімдерін  
 

0)()( ≡/Φ⋅= ϕρRu             (7.84) 
 

түрінде іздейміз. 
(7.84) формуласын (7.83) теңдеуіне қойып аламыз: 
 

λ
ϕ
ϕ

ρ
ρ
ρ
ρρ

ρ
=

Φ
Φ ′′

−=








∂

∂
∂
∂

)(
)(

)(

)(

R

R
, 
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мұндағы const=λ .  Осыдан келесі екі теңдеуді аламыз: 
 

0)()( =Φ+Φ ′′ ϕλϕ ,               (7.85) 
 

0)()(
=−







 ρλ
ρ
ρρ

ρ
ρ R

d
dR

d
d .                (7.86) 

 
(7.85) теңдеуінің жалпы шешімі 
 

0>λ  болғанда ϕλϕλ sincos BA +=Φ  , 

0<λ  болғанда ϕλϕλ −−− +=Φ BeAe   
 

түрінде болады. 
u  шешімі ),()2,( ϕρπϕρ uu =+  бірмәнді болу керек, 

сондықтан ϕ -дің π2 -ге өзгеруі Φ -дің мәнін өзгертпеуі тиіс:  

)()2( ϕπϕ Φ=+Φ . 0<λ  болғанда тек нөлдік шешім ғана пе-
риодты. 0>λ  болғанда Φ  функциясы π2  периодымен пе-
риодты, егер n=λ   ( n  – бүтін сан) болса. Меншікті шешім-
дер 

 
ϕϕϕ nBnA nnn sincos)( +=Φ  

 
түрінде болады. 

(7.86)  теңдеуі біртекті.  Оның 2n=λ  болғандағы шешімін 
αρρ =)(R түрінде іздеп, 

 
22 n=α  немесе n±=α  )0( >n  

аламыз. 
0≠n  жағдайында  екі  сызықтық тәуелсіз nρ  және n−ρ  

шешімдері болады, осыдан: 
 

nn
n baR −+= ρρρ)( . 
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0=n  )0( =λ  болғандағы (7.86) теңдеуінің жалпы шешімі 
тікелей интегралдау арқылы  алынады, CCR += ρρ ln)( 00  та-
бамыз. 

 

 
   а)      ә) 

 
5-сурет. а) Дирихленің ішкі есебі; ә) Дирихленің сыртқы есебі 

 
Дирихленің ішкі есебін шығару үшін n

n aR ρρ =)(  

),2,1( =n  және CR =)(0 ρ  алу керек, яғни  бол-

ғанда  және  болғандықтан, 0=b , 00 =C . 
Дирихленің ішкі есебінің шешімін 
 

)sincos(),(
1

ϕϕρϕρ nbna
R

Cu n
n

nn

n

++= ∑
∞

=

,  (7.87) 

 
қатары түрінде іздейміз,  мұндағы na  және nb  коэффициентте-
рі (7.82) шеттік шартынан анықталады: 

 

∫
−

=
π

π
ψψ

π
dfC )(2 ,   ,    

∫
−

=
π

π

ψψψ
π

dnfbn sin)(1 . 

 
(7.87) қатардың қосындысын тауып, дөңгелектің ішіндегі ішкі 

Дирихле есебінің шешімін Пуассон интегралы түрінде аламыз: 

0+→ρ

∞→−nρ −∞→ρln

∫
−

=
π

π

ψψψ
π

dnfan cos)(1
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ψ
ϕψρρ

ρψ
π

ϕρ
π

d
RR

Rfu ∫
−−+

−
=

2

0
22

22

)cos(2
)(

2
1),( .   (7.88) 

 
Сыртқы Дирихле есебін шешу үшін n

n bR −= ρρ)(  

),2,1( =n  және CR =)(0 ρ  алу керек, яғни  жағ-

дайында  және  болғандықтан, 0=a , 

00 =C . 
Дирихленің сыртқы есебінің шешімін 
 

)sincos(),(
1

ϕϕ
ρ

ϕρ nbnaRCu n
n

nn

n

++= ∑
∞

=

  (7.89) 

 
қатары түрінде іздейміз. 

1Rr =  және 2Rr =  шеңберлеріндегі берілген шеттік шарт-
тарында 21 RrR <<  аймағындағы (7.81) теңдеуінің шешімін 

 

∑
∞

=

−−
















++








+++=

1
0 sincosln),(

n
n
nn

nn
nn

n n
B

Bn
A

ACCu ϕ
ρ

ρϕ
ρ

ρρϕρ (7.90) 

 
қатары түрінде іздейміз. 

10-мысал. Дирихле есебі үшін  радиустары бар өстері 
бір цилиндрдің арасындағы потенциал үлестірімін табу: 

 
cau =),( ϕ , ϕϕ cos),( hbu = . 

 
Шешуі. Жалпы шешім

∑
∞

=

−




+






 +++=

1
00 cosln),(

n
n
nn

n n
r
A

rABrAru ϕϕ











 + − ϕn

r
B

rB n
nn

n sin   қосындысы түрінде жазылуы мүмкін. 

+∞→ρ
∞→nρ +∞→ρln

ba <
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nn BA ,  коэффициенттері шекаралық шарттардың Фурье қа-
тарына жіктелуімен есептеледі. 

Берілген шекаралық шарттарға қатар келесі түрдегідей ық-
шамдалады: 

ϕϕ cosln),( 1
100 






 +++= −

r
ArABrAru . 

 
ar =   болғанда   cBaA =+ 00 ln ,   01

1 =+ −

a
AaA . 

br =   болғанда   0ln 00 =+ BbA ,   h
b

AbA =+ −1
1 . 

 
Алынған теңдеулер жүйесіндегі коэффициентерді есептеп, 

аламыз: 
 

ϕϕ cos
)(
)(

lnln
lnln),( 22

22

rab
arbh

ab
rbcru

−
−

+
−
−

= . 

 
          Бақылау сұрақтары: 

 
1. Фурье әдісімен ішектің аз тербелісінің теңдеуі қалай интегралданады? 

Шешім қандай түрде ізделінеді?  
2. Фурье әдісімен  шектелген стержендегі жылу таралуының теңдеуі қа-

лай интегралданады? 
3. Қандай мәндер меншікті деп аталады? Қандай функциялар меншікті 

деп аталады? 
 

Жаттығулар 
 

1. Фурье әдісімен кесіндіде ішектің тербеліс теңдеуі үшін   
 

,0,20,9 ><<= txuu xxtt  

( ) 0,0,0,2 2000 ===−=
==== xxttt uuuxxu  

 
шеттік есебін шығару керек. 
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Жауабы: 
2

)12(3cos
2

)12(sin
)12(

132),(
1

33
tkxk

k
txu

k

ππ
π

−−
−

−= ∑
∞

=

. 

 
2. 0,0 ><< tlx  жарты жолағында xxt uau 2= ,

TtluAttuxu xx === ),(,),0(,0)0,( . 
 

Фурье әдісімен жылуөткізгіштік теңдеуі үшін аралас есепті шы-
ғару керек. 

Жауабы: +−+







−+−−−=

62322
),( 2

2
22

2 lTx
l

Tt
l
TaAlAxx

l
At

l
Aatxu

 

.

[ ]
l
xkeakTAlAl

ka
l t

l
ak

k

k

ππ
π

π

cos)()1(12
2

222

1
442













−+−+






−∞

=
∑

. 

3. byaxD <<<< 0,0:  тіктөртбұрышында 0=∆u  
Лаплас теңдеуінің шешімін табу керек, егер ол контурда  

 
)(0 ybAyu x −=

=
,    0=

=axu ,     by ≤≤0 , 

a
xBu y
π

=
=

sin0
,    0=

=byu ,     ax ≤≤0 , 

 
берілген мәндерді қабылдаса және де шекаралық функцияның 
үзіліссіздігін қамтамасыз ететін 
 

)0()0( 00 ψϕ = ,     )0()( 10 ψϕ =b , 

)()0( 01 aψϕ = ,     )()( 11 ab ψϕ = , 
 

шарттары орындалса. 
Жауабы:  

∑
∞

= +
+

+−+

+

−

=
0 3

3

2

)12()12(

)12(sin)()12(
8sin

)(

),(
n

b
anshn

b
yn

b
xanshAb

a
x

a
bsh
a

ybsh
Byxu π

ππ

π
π

π

π
. 

 
Нұсқау. Есепті екі есепке бөлу керек: 
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1) 01 =∆u ,   byax <<<< 0,0 ,
)(),0( 01 yyu ϕ= ,    )(),( 11 yyau ϕ= , 

        0)0,(1 =xu ,    0),(1 =bxu ; 
2)   02 =∆u , byax <<<< 0,0 , 
       0),0(2 =yu ,  0),(2 =yau , 
       )()0,( 02 xxu ψ= ,  )(),( 12 xbxu ψ= . 

Сонда ),(),(),( 21 yxuyxuyxu +=  функциясы берілген 
Дирихле есебінің шешімі болады. 

Интегралдық түрлендірулер әдісі 

Берілген нақты немесе комплекстік )(tf  функциясы келесі 
шарттарды қанағаттандырады: 

1) )(tf  – барлық жерде үзіліссіз немесе ақырлы сан бірінші
текті үзіліс нүктелері бар болады; 

2) барлық  t  үшін tseMtf 0)( <  болатындай,  0>M  және

00 >s  тұрақтылары бар болады, мұндағы  ( ) – 
нақты айнымалы. 

Осындай жорамалдарда 0Re sp >  нақты бөлігімен барлық
p  үшін

dttfepF pt∫
∞

−=
0

)()(         (8.1) 

интегралы бар болады және 0Re sp >  жарты жазықтығында

σisp +=  комплекстік айнымалысының аналитикалық функ-
циясын көрсетеді. 

)( pF  функциясы )(tf  функциясының Лаплас түрлендіруі, 
ал )(tf   түпнұсқа-функция деп аталады. 

dppFe
i

tf
ia

ia

pt∫
∞+

∞−
= )(

2
1)(
π

,       (8.2) 

t ∞<≤ t0
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мұндағы 0sa >  тұрақтысы – Лапластың кері түрлендіруінің 
формуласы. 

)(xf  функциясы барлық x  нақты мәндері үшін анықталса, 
 

dxexfF xiλ

π
λ −

∞

∞−
∫= )(

2
1)(                         (8.3) 

 
Фурье интегралдық түрлендіруі енгізіледі. 
1-шарттың орындалған жағдайында Фурье турлендіруі бар 

болуы үшін dxxf∫
∞

∞−
)(  интегралының абсолютті жинақтылығы 

жеткілікті. 
Түпнұсқа – функциясы, яғни )(xf

 функциясы, өзінің )(λF  
бейнесі бойынша 

 

λλ
π

λ deFxf xi∫
∞

∞−
= )(

2
1)(           (8.4) 

 
формуласының көмегімен қалпына келтіріледі. 

(8.3)  және  (8.4) түрлендірулері өзара кері болып табылады. 
 интервалында берілген )(xf  және )(xg  функ-

цияларының gf ∗   үйірткісі деп 
 

dyyxgyfgf ∫
∞

∞−
−=∗ )()(            (8.5) 

 
интегралы аталады. 

Егер де  
 

dxexfF xiλ

π
λ −

∞

∞−
∫= )(

2
1)( ,     dxexgG xiλ

π
λ −

∞

∞−
∫= )(

2
1)(

 
 

∞<<∞− x
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Фурье түрлендірулері және 
 

λλ
π

λ deFxf xi∫
∞

∞−
= )(

2
1)( ,   λλ

π
λ deGxg xi∫

∞

∞−
= )(

2
1)(  

 
кері түрлендірулері бар болса, онда 

 

λλλ λ deGFgf xi∫
∞

∞−
=∗ )()(  .    (8.6) 

 
1-мысал. Фурье интегралдық түрлендіруін қолданып, жылу-

өткізгіштік теңдеуі үшін 
 

2

2
2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂ ,   ∞<<∞− x ,   +∞<< t0 , 

)(0 xfu t =
=

,   ∞<<∞− x , 

 
Коши есебін шығарыңыздар. 

Шешуі. 
 

dxetxutU xiλ

π
λ −

∞

∞−
∫= ),(

2
1),( ,     dxexfF xiλ

π
λ −

∞

∞−
∫= )(

2
1)(    (8.7) 

 
x  айнымалысы бойынша ),( txu  және )(xf  функциялары-

ның Фурье түрлендіруі болсын. 
-да и функциясы және оның туындылары нөлге ұм-

тылады деп болжайық. Онда бөліктеп интегралдауды қолданып, 
алатынымыз: 

 

−+
∂

∂
=

∂
∂ +∞=

−∞=

−+∞=

−∞=

−−
∞

∞−
∫

x

x
xix

x
xixi etxuie

x
txudxe

x
txu λλλ

π
λ

ππ
),(

2
),(

2
1),(

2
1

2

2

 

),(),(
2

2
2

tUdxetxu xi λλ
π

λ λ −=− −
∞

∞−
∫ ,

 

±∞→x



112 

dt
tdUdxetxu

t
dxe

t
txu xixi ),(),(

2
1),(

2
1 λ

ππ
λλ =

∂
∂

=
∂

∂ −
∞

∞−

−
∞

∞−
∫∫

.  (8.8) 

 

2

2
2 ),(),(

x
txua

t
txu

∂
∂

=
∂

∂   теңдеуінің екі жағын да және 

)()0,( xfxu =  шартын xie λ

π
−

2
1  -не көбейтіп және ∞−  -тен 

∞ -ке дейін x  бойынша интегралдап, (8.7), (8.8) формулалары 
күшімен 

 

0),(),( 22 =+ tUa
dt

tUd λλλ        (8.9) 

 
қарапайым дифференциалдық теңдеуді және 

 
)()0,( λλ FU =      (8.10) 

 
шартты аламыз. 

(8.10) бастапқы шартындағы (8.9) теңдеуі шешімінің түрі 
 

taeFtU
22

)(),( λλλ −= . 
 

Фурье кері түрлендіруінің көмегімен 
 

ta
dze

ta
de zta

xita πλ
ξ

λ

== ∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−








 −
−−

2

2

12
)(

 

 
( π=∫
∞

∞−

− dze z2 Пуассон интегралы) болғандықтан, мынаны 

аламыз: 

=== ∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−
λλ

π
λλ

π
λλλ deeFdetUtxu xitaxi 22

)(
2
1),(

2
1),(
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==



= ∫∫∫ ∫

∞

∞−

−+−
∞

∞−

∞

∞−

+−−
∞

∞−
λξξ

π
λξξ

π
ξλλλλλξ dedfdedef xitaxitai )(2222

)(
2
1)(

2
1  

== ∫∫
∞

∞−








 −
−−−

−∞

∞−
λξξ

π

ξ
λξ

dedef ta
xita

ta
x

2

2

2

2
)(

4
)(

)(
2
1

ξξ
π

ξ

def
ta

ta
x

2

2

4
)(

)(
2

1 −
−∞

∞−
∫ . 

 

2-мысал.  
2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
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теңдеуін интегралдық түрленді-

рулер әдісінің көмегімен шығару керек. 
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Фурье интегралдық түрлендіруін қолданып, теңдеуді келесі 

түрге келтіреміз: 
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түріндей болады, мұндағы )(λA  және )(λB  –  параметрінің 
кез келген функциялары. 
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3-мысал. ,  ,   ,

,  , , Коши есебін шығару керек. 

Шешуі. 

, 

.      (8.11) 

 
x  айнымалысы бойынша  және  функцияларының 
Фурье интегралдық түрлендірулерін  қолданып, алғашқы тең-
деуді 

         (8.12) 

 
түріне, ал бастапқы шарттарды 

 
,                     (8.13) 

 
түріне келтіреміз. 

(8.13) бастапқы шарттарында  (8.12) теңдеуін шешіп, 
 

           (8.14) 

 
функциясын аламыз. 

Фурье кері түрлендіруін қолданып және  
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. 

 

 
болғандықтан  (8.11) көмегімен 

 
, 

 
формуласын аламыз. 

4-мысал. Лаплас интегралдық түрлендіруінің көмегімен
, , , ,   

 есебін шығару керек. 
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.  (8.16) 

(8.15), (8.16)  арқылы алғашқы есеп  
 

 

немесе 

 
    (8.17) 

 

теңдеуіне түрленеді. 
(8.17) теңдеуінің шешімінің түрі: 
 

, 

 
мұндағы  – кез келген тұрақты. 

 болғандықтан,  -да   шарттың 
күшімен   болуы керек, яғни 

 

.                (8.18) 

 
Лаплас кері түрлендіруінің көмегімен есептің шешімін 
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    Бақылау сұрақтары: 
 

1. Қандай интегралдық түрлендіруі Лаплас түрлендіруі деп аталады? Түп-
нұсқа және бейне деген не? 

2. Қандай интегралдық түрлендіру Фурье түрлендіруі деп аталады? 
3. Қандай формула арқылы Фурье кері түрлендіруі анықталады? 

 
Жаттығулар 

 
1. Фурье интегралдық түрлендіруін қолданып, , 

 жарты жазықтығында  
 

,    

 
есебін шығару керек. 

Жауабы: . 

 
2. Лаплас интегралдық түрлендіруін қолдану арқылы 
 

, 
,   , 

,    
,  
 

есебін шығару керек. 
Жауабы: . 
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